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cae Zeitschrift fiir Physik 


erscheint zwanglos in einzelnen Heften; 12 Hefte bilden einen Band. 

Die Zeitschrift fir Physik ist durch jede Buchhandlung sowie durch die Verlagsbuchhandlang 
Julius Springer, Berlin W9, Linkstrafie 23/24, zu beziehen. Die Mitglieder der Deutschen 
Physikalischen Gesclischatt erhalten die Zeitschrift fir Physik zu einem mit dem Vorstande 
der Gesellschaft vereinbarten Vo preis geliefert. 

Es wird ausdriicklich darauf at ms ll gemacht, daB mit der Annahme des Manuskri 
und seiner Veréffentlichung durch den Verlag das ausschlieBliche Verlagsrecht fiir alle Sp en 
und Lander an den vane fibergeht, und zwar bis zum 31. Dezember desjenigen Kalender- 
jahres, das auf das Jahr des Erscheinens folgt. Hieraus ergibt sich, dafi grundsitzlich nur 
Arbeiten angenommen werden kinnen, die vorher weder im Inland noch im Ausland ver- 
Sffentlicht worden sind, und die auch nachtriaglich nicht anderweitig zu veréffentlichen der 
Autor sich verpfiichtet. 

Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlich. Weitere 75 Exem- 
plare werden, falls bei Riicksendung der 1. Korrektur bestellt, — angemessene Ent- 
schidigung geliefert. Dariiber hinaus gewiinschte Exemplare m zum gleichen Preise 
berechnet werden, den die Arbeit im Heft kostet, da die umfangreiche Versendung von Sonder- 
drucken den Absatz der Zeitschrift schidigt. Dissertationsexemplare werden von 
der Verlagsbuchhandlung grunds&tzlich nicht geliefert. 

Autorkorrekturen, d. h. nachtragliche Ti werden, soweit sie 10°/, der Satz- 
kosten tibersteigen den Verfassern in Rechnung — t. 

Manuskri tsendungen sind zu a an Herrn Reg.-Rat Professor Dr. Karl Scheel, 


Berlin - em, 
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Uber die Empfindlichkeit von Thermosaulen, 
Mikroradiometern, Radiometern und Bolometern. 
Von C, Hawley Cartwright!) in Briissel. 

Mit 6 Abbildungen. (Eingegangen am 26. September 1934.) 

Es wird ein Kriterium zum Vergleich radiometrischer Instrumente vorgeschlagen, 
das die St6rungen, die alle Instrumente im gleichen Mabe beeinflussen, in Betracht 
zieht. Beschrinkt man die St6rungen auf die unvermeidliche Brownsche 
Bewegung, so kann die absolute Empfindlichkeit radiometrischer Instrumente 
berechnet werden. Die Bedingungen der maximalen Empfindlichkeit werden, 
soweit es méglich ist, aus allgemeinen Formeln abgeleitet; es werden jedoch 
nur solche Faktoren verwendet, die durch experimentelle Methoden ermittelt 
und gepriift werden kénnen. Ein neues Verfahren erméglicht es, simtliche 
zur Konstruktion gehérigen Faktoren der Thermosiulen und Mikroradiometer 
experimentell zu bestimmen. Das Ergebnis dieses Vergleichs ist, daB Vakuum- 
Thermosiulen empfindlicher gebaut werden kénnen als Radiometer, sowie 
Mikroradiometer in Luft, und daB von ihnen praktisch dieselbe Empfindlichkeit 
zu erwarten ist, wie von Vakuum-Mikroradiometern und Vakuum-Bolometern. 
Die besten Vakuum-Thermosiulen mit Wismutlegierungen sind nur zweimal 
so empfindlich, als wenn Eisen und Konstantan in der giinstigsten Weise ver- 
wendet werden. Auf Grund thermodynamischer Uberlegungen wird gezeigt, 
daB ideale thermoelektrische Metalle, bei Zimmertemperatur, die Empfindlichkeit 
nur auf das Fiinffache erhéhen wiirden. 

Problemstellung und Einleitung. Bei der Verwendung von Thermo- 
siulen, Mikroradiometern, Radiometern und Bolometern zu Strahlungs- 
messungen entsteht immer die Frage, welcher Instrumenttyp der prinzipiell 
geeignetste ist. Die Frage kann entschieden werden, wenn man von jedem 
Typ weib, welches die kleinste Strahlungsenergiestromstarke ist, die mit 
einer vorgegebenen Genauigkeit in einer vorgegebenen Zeit gemessen 
werden kann. 

Um diese Frage zu beantworten, geniigt es nicht, die Instrumente 
experimentell bei gleichen Bedingungen zu vergleichen, es muS auch gepriift 
werden, ob den einzelnen Instrumenten die maximale Empfindlichkeit 
ihres Typs eigen ist. Die Bedingungen zur Erreichung der Maximalempfind- 
lichkeit einer Thermosaule oder eines Mikroradiometers kénnen jetzt genau 
formuliert und nach einer neuen Methode?) der experimentellen Kontrolle 
unterzogen werden. Die Optimalbedingungen fiir Radiometer kénnen 
nicht durch einfache Gleichungen ausgedriickt werden, doch geniigen 
experimentelle Angaben iiber ihre Empfindlichkeit, um sie mit anderen 


Instrumenten zu vergleichen. 


1) Research Fellow, C. R. B. Eductional Foundation. — 7?) C. H. Cart- 
wright, Ann. d. Phys. 18, 656, 1933. 
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Die wbliche Definition der Empfindlichkeit zum Vergleich solcher 
Strahlungsmebinstrumente lautet etwa 
S; —— (1) 
wobei O die Winkelablenkung des beweglichen Systems, EF die zu messende 
Knergiestromstaérke und der Index ¢) die Schwingungsdauer des beweglichen 
Systems ist. Diese Definition befriedigt nicht, weil sie nichts enthalt, was 
angibt, in welchem Mabe sich Stérungen bemerkbar machen, wenn man zu 
immer kleineren Ausschlagen iibergeht. Aus diesem Grunde liegt es nahe, 
als Kmpfindlichkeitsdefinition die folgende!) zu wahlen: 
7 — 
%,. = ae (2) 
1 OK) 
Die Grobe O,, soll den kleinsten Ausschlagswinkel bezeichnen, den man 
noch zur Messung verwenden darf, wenn der mittlere relative Fehler der 
Einzelmessung den vorgegebenen Betrag g nicht itberschreiten soll, oder 
formelmabig ausgedriickt: Vo Ox; = gy. O/O,, ist dann also eine reine 
Zahl, die angibt, um wievielmal der Ausschlagwinkel gréBer ist als der 
kleinste in Betracht kommende. O,, ist durch die obige Definition in jedem 
Spezialfall eindeutig bestimmt, es hangt 1m allgemeinen von der Auswirkung 
der Bodenerschiitterungen, von elektrischen Stérungen und 4hnlichen 
aéuberen Einwirkungen auf das Instrument ab und ist daher als Grundlage 
fiir Betrachtungen allgemeiner Art ungeeignet. Einen ausgezeichneten 
und zwar kleinsten Wert bekommt aber O,,, wenn alle diese auBeren 
Stérungen beseitigt sind — das lift sich in der Tat erreichen — und 
nur noch die als Brownsche Molekularbewegung bezeichnete Unruhe des 
Systems iibrigbleibt?). Dann gilt bekanntlich fiir die kinetische und poten- 


tielle Energie des um eine vertikale Achse beweglichen Mefsystems 


E,,,, = E,,4 = } KO? = 4k T = 2,0- 10-2! Wattsec fir 19°C. (3) 


‘pot 





K ist die Torsionskonstante. Wenn also nur die Brownsche Molekular- 
bewegung als Unruhequelle vorhanden ist, dann folgt sofort nach der obigen 
Definition von 6... 

Lg/kT. 


= 
OO, = — VO? = — ). 4 
em gV K ? (4) 


1) W. J. H. Moll u. H. C. Burger, ZS. f. Phys. 34, 112, 1925. — 
2) G. Ising, Phil. Mag. 11, 827, 1926. — #%) Vgl. M. Czerny, Ann. d. Phys. 
12, 993, 1932. Zwischen dem hier eingefiihrten g und der GréBe a_ bei 
Czerny besteht die Beziehung 1/g? = a. 
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Fiihrt man in die Definitionsformel der /mpfindlichkeit (2) den obigen 
Ausdruck fiir O,, ein, so ergibt sich 
y) Ifo 


( Epo) 


; aa . all Csi n 
Si, Poppi, = 9 ERT) 2+ Byot- B-* = g(QkT)~"28;,. (5) 
E —( 


g\K 
Da die GréBe g (4k T)~ “2 nichts mit der Konstruktion des einzelnen In- 


struments zu tun hat, geniigt es im wesentlichen, das Verhalten der Grébe 
4 1/5 ’ Riis . . J é 

8, = Ha: | fir die einzelnen Instrumente zu untersuchen, was im 
Uv 

folgenden geschehen soll. 


Auf die Frage nach der kleinsten mebbaren Energiestromstarke E 


4 . 
min 


(bei einem mittleren relativen Fehler g der Einzelmessung) folgt dann aus 


den Gleichungen (2) und (5) als Antwort 


| £kT 447-10-1! 
Emin —F Vs : a \\ att fir 19" C. (6) 
Sy gt J 1, 





Die Empfindlichkeit von Instrumenten verschiedener Schwingungs- 


dauer kann folgendermaben verglichen werden: 
St, = Sf (to), (4) 


wo S, die Empfindlichkeit ist, die das Instrument mit einer Schwingungs- 
dauer von 1 sec hatte. Die Funktion F (t)) ist nach der gewOhnlichen Forme! 


fir kritisch aperiodisch gedimpfte Galvanometer?) : 


F (ty) = t,'2 und daher ist S, = S,t,°. (8) 


to 0 
Fiir Radiometer ist die Beziehung von O zur Dampfung viel komplizierter 
als fiir Galvanometer. ‘Trotzdem ist es nicht notwendig, den Wert von 
F (tj) fir Radiometer zu kennen, da der Wert S, eines Radiometers mit 


anderen Instrumenten gleicher Schwingungsdauer verglichen werden kann. 


Fir Radiometer wird der Wert S, durch Gleichung (5) bestimmt, 
wo man an Stelle von £, O und Ix experimentell gefundene Werte einsetzt. 


l'iir die anderen Instrumente ist es giinstig, den Nutzeffekt des Absorptions- 


') In der Literatur wird hiiufig F (t,) = t? verwendet, hier wird der Einflub 
von Stérungen und die Bedingung der aperiodischen Dampfung auBer acht 
velassen. — Kine interessante Folge der Gleichung (8) ist, da} bei einer n-fachen 
VergréBerung der Schwingungsdauer t, die Empfindlichkeit nur um das n'/2-fache 
ansteigt ; dieselbe Empfindlichkeit erhilt man auch, wenn man t, nicht andert, 
sondern den Mittelwert der wihrend der Zeit nt, vorgenommenen n Ablesungen 
bildet. 


11* 
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prozesses, den des Galvanometers und die ,,Kigenempfindlichkeit™ der 
einzelnen Thermoelemente oder der Bolometerstreifchen getrennt zu_be- 


handeln. Aus den Gleichungen (5) und (8) folgt: 
1 
Hal 


/ 1" 2 Pp lly 
’ Pi. ‘pot Y) AL et l hi ty ; / ) - 
oP r"e BE “\?Ri, Fit, ° 


< 


pot 1 2 If P 
Na Ng” *QY-to* (9) 
Mierbei ist 9), I} / Eder Nutzeffekt, mit dem die zu messende Strahlungs- 
i? Rto der Nutzeffekt 


; —, . : : aS 
des Galvanometers, und Q ik 2?/E, driickt das aus, was wir die ,,Kigen- 


energie vom Empfinger absorbiert wird, 7, am 
empfindlichkeit einer Thermoséule, emes Mikroradiometers oder Bolo- 
meters nennen wollen: FR ist der gesamte Widerstand im Galvanometer- 
kreis und 7 der entstehende Strom im Galvanometerkreis der Thermosaule 
oder des Bolometers. Q (sowie S,) hat die Dimension einer Kraft~ "'2, wie 
man aus Gleichung (6) ersieht. Der Grund dafiir wird verstandlich, wenn 
man sich iiberlegt, daf die Ausschlige O bei allen diesen Instrumenten 
proportional zu 7 sind und daher auch zu der Quadratwurzel der hervor- 
gerufenen potentiellen Energie. Daraus folgt, dai der Nutzeffekt linear 
mit der absorbierten Energie ansteigt. S, und Q haben praktisch die 


Kigenschaften eines Nutzeffektes, sie sind aber von EF unabhangig. 


Der Nutzeftekt fiir ein aperiodisches Galvanometer ist nach Czerny!): 
Ng —= 15,5 %, (10) 


und es mul betont werden, dai der Nutzeffekt unabhaingig ist von der 
Schwingungsdauer, von der Konstruktionsart des Galvanometers und davon, 
in welcher Weise der Widerstand in der elektrischen Leitung verteilt ist. 
Man kann daher die Empfindlichkeit einer Thermosiéule, emes Mikro- 


radiometers oder Bolometers dureh den Ausdruck 


S, = S,t,/2 = 0,894 y, Qt, (11) 


to 
—_ oe ° a3}. - : ‘ 

angeben, wo, wie frither,Q = 1 '?/E,. Wir wollen die beweglichen Systeme 

nur im aperiodischen Grenzfall betrachten, weil der Nutzeffekt dann am 


erdéBten ist und die Ablesungen am schnellsten auszufiihren sind. 


Die Zeit t) ist praktisch gleich der gesamten Schwingungsdauer des 
beweglichen Systems ohne Dampfung. Die Empfindlichkeit ist berechnet 
unter der Annahme, dai der Empfainger der Strahlungsenergie das Tem- 
peraturgleichgewicht erreicht in einer Zeit, die im Verhaltnis zu ty klein ist. 


Wenn f, einige Sekunden betragt, dann ist dieser Zustand im allgemeinen 


') M. Czerny, Ann. d. Phys. 12, 993, 1932. 
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erreichbar; wenn es aber nicht erreicht ist, und man nimmt eine Zeit (’, 
um einen Ausschlag zu messen, so ist der Zeitunterschied t/ —t, einfach 
verloren. Man kénnte also eine Erhédhung der Empfindlichkeit bei (¢’ ty)’ 2 
erwarten, wenn die Zeit am giinstigsten benutzt ware. 

Nun werden die Bedingungen, die zu einem maximalen S,, fir die 
besprochenen Instrumente fiihren, behandelt und die absolute Empfind- 


. ee 77 , ? > ‘ - . , >) > oA P ' » . rs , 1c ~ 
lichkeit E,, [mach Gleichung (6)] bei optimalen Bedingungen bestimmt. 


Nicht-kompensierte Vakuum-Thermosdulen. Fig. 1a stellt eine nicht- 
kompensierte Thermosaule mit m warmen Létstellen dar; A ist die gesamte 
Obertlache der Empfainger. Der Empfanger ist an die warmen LOtstellen 
elektrisch isohert angekittet. Es wurde experimentell bestimmt, dab der 
Empfindlichkeitsverlust bei angekitteten — also nicht angeschweiBbten — 
Kmpfaingern nur ungefahr 5% ausmacht. Die Thermoséule in Fig. 1b 
hat dagegen n Empfanger, die an n warme Lotstellen angeschweibt sind. 
Hier tritt an Stelle der Empfindlichkeitsverluste der Kittstellen in Fig. la 


ein Verlust an Empfangcrober- | 
; Draht i= Draht k 
fliche zwischen den n Emp- ay 


fangern auf; daher kann die ae 


Kmpfindhchkeit dieser beiden 


Typen praktisch als gleich @) 


betrachtet werden. Wird die 





Thermosaule (Fig. 1a) im Hoch- 





vakuum gehalten und = wird 











durch den Empfanger pro Se- 
; ne l j ‘ Fig. 1. Nicht-kompensierte Thermosiule 
kunde die Strahlungsenergie /, mit n heifen Létstellen. 


absorbiert, so gilt fiir den 


7 
4 


Gleichgewichtszustand annihernd folgende Gleichung (die Energie E, 


wird durch Ausstrahlung des Empfangers, durch Leitung der beiden Arten 
thermoelektrischer Drahte und durch die Peltier-Warme verloren): 
dé 


” 
| T3(o to\-l ; = a) eae ©. my 146 
40 A T8 (ce, +e.) + S42 4+ SA mM, AT +nPitT, (12) 


i 
l 1 


E. 
woo die Stefan-Boltzmannsche Konstante, T die absolute Temperatur, 
e, und eg das Ausstrahlungsvermégen der Vorder- baw. Riickfliche des 
Kmpfangers, A; und A, die spezifische Warmeleitfahigkeit des eimzelnen 
thermoelektrischen Drahtes und x dessen Formfaktor ist (fiir einen homo- 
gegen Draht ist x die Querschnittsfliche dividiert durch die Lange); daher 


sibt Ax die Warmeleitfahigkeit an: «7 und k gehdren zu den zwei Arten 


thermoelektrischer Drahte; A T gibt die Temperaturzunahme des Empfangers 











158 C. Hawley Cartwright, 


an. 7ist der Strom und P die mittlere thermoelektrische Kraft der einzelnen 


Dribte 7 und k gegen ein Standardmetall, wie z. B. Pb. Es gilt dann: 


n P >, Pet oy Py (13) 


Der gesamte elektrische Stromwiderstand FP ist die Summe des Galvano- 
meterwiderstandes F,, des iuBeren Widerstandes R, und des Widerstandes 


der Thermosiule P;: 


n n 
O; >. 
, ' Vk 
R R., + R + R, und R, : “e-Lae e — —. (14) 
é j | j 
1 Lj 1 Lj, 


wo o der spezifische elektrische Widerstand eines tbhermoelektrischen 
Drahtes ist. Das durch die Temperaturzunahme AT entstehende Po- 
tential ist 

V > R=nPAT, (15) 
und aus Gleichung (12) folgt 


n n n?2 P2 T\-? 


1 > | m3 ( 4 ~ > ee 2 
AT=E,|\40A Te, +¢)+ DAurt+ Daunt—y—-] - (16) 
1 1 


Daher ist die Eigenempfindlichkeit {Formel (9)]: 


Q 4 R'!2 
. §& 
a 
n n / ny, 0, “1y-1 
nP ! Lo AT? (e,+e,)+* SA; a+ >) A, qn’ PP T( R,+R.+>) “ a) } 
1 1 i ee py 
- (17) 
—_ —— 
Po 2. Ss =") 
/ . ke toad 
1 Yi 1 


In Gleichung (17) wurden die einzelnen thermoelektrischen Drahte als 
unabhangige Variable betrachtet, da fiir Metalle von groBer thermoelek- 
trischer Kraft (wie Wismut, Wismutlegierungen und Tellur) das Wiede- 
mann-Franzsche Gesetz merklich versagt; oft haben verschiedene Teil- 
stiicke eines einfachen Drahtes verschiedene Werte fiir P, 2 und 0. Die beste 
Widerstandsverteilung in der Thermoséule unter den 2 n-Drahten erhilt 
man, wenn folgende Gleichung erfiillt ist [was auch fiir Gleichung (17) 
verwendet wurde |: 
ag AQ ag ag 


. ee — ir es es se So — (), (18) 
Ox, 1 0 Lin 0 Lj} 0 Lp =n 


lhre Lésung gibt: 


Bs : - 3 7 a : 
— x7) ( — r* ) ( x”) =++-=(-—2") = Konst., (19) 
0 f==} \@ /i=n O /ik=1 O Spon 
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d. h. daB der Quotient von Warmeleitfahigkeit und elektrischem Widerstand 
fiir die einzelnen thermoelektrischen Drahte denselben Wert haben mubf. 
Will man die Wiedemann-Franzsche Zahl L = 40T7~! verwenden, 


so kann Gleichung (19) in foleender Weise geschrieben werden: 








Li; — l ; ' L; mo Ly =1 _ a Ly, ee. Konst. (20 
sauce eee .————— = R:... Se ese + re T ) ‘ane ) 
Vi=1 “w=n Ve=1 Yon 


wo R,_, der elektrische Widerstand des Drahtes 1 vom Typus 7 ist usw. 
Sind die zwei thermoelektrischen Metalle 7 und k homogen und ist 

ihre Wiedemann-Franzsche Zahl L,; baw. L,, so transformiert sich 

Gleichung (17) in 

n* T 

7 


wo die durch Gleichung (20) angegebene Bedingung der optimalen Leit- 


1 


9 a By 
tle . reg 
(L oe i a | 


) ) ) Db teotl, | 3 , 
Q=nP(Ry+ K+ Ky) 3\404 1" (@,+€2)* a R,+R.+R,) 


fahigkeit verwendet wurde. 
Kompensierte Vakuum-Thermosdulen. Die kompensierte Thermosiule 
besteht aus zwei in Serie geschalteten unkompensierten Thermosaulen, 
daher wirkt der halbe elektrische Widerstand der Thermosaule als auberer 
Widerstand, was den Nutzeffekt verkleinert; der Vorteil hingegen ist, 
dab an Stabilitét gewonnen wird und die durch die Brownsche Bewegung 
gesetzte Grenze der Empfindlichkeit leichter erreicht werden kann. Die 
EKigenempfindlichkeit Q einer kompensierten Vakuum-Thermosaule lautet 
in Zusammenhang mit Gleichung (21): 
on? T 


—— 
R, 


2n? P*? T)- 


L;'*+Ly!2)*+ ; 
Ce) RRR 


Q=nP(R,+R,+R,)""2 Mo A T(e, +e,)+ (22) 
wo in R; der Widerstand der Kompensationslétstellen mit inbegriffen ist. 
Der Verlust an Peltier-Warme ist doppelt so grob wie bei unkompensierten 
Thermosaiulen, da der thermoelektrische Strom die warmen Lé6tstellen 
abkiihlt und die kalten erwiarmt. 

Vakuum-Mikroradiometer. Im Mikroradiometer sind Thermosiule 
und Galvanometer zu einem Instrument vereint, und daher sind die vorher- 
vehenden Gleichungen fiir Galvanometer und Thermosaulen auch fiir sie 
vollkommen anwendbar. Man hat den Vorteil, dafi der Galvanometer- 
widerstand wie auch der éubere Widerstand auf ein Minimum reduziert 
werden kann. 

Thermosdulen und Mikroradiometer in Luft. Die Eimwirkung der Luft 
auf Thermosaiulen und Mikroradiometer kann in die Grundgleichung (12) 
mit eimbezogen werden, indem man rechts den Warmeverlust des Emp- 


lingers und der thermoelektrischen Drahte durch die Luft hinzufiigt. 
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Der Warmeverlust des Empfangers hangt von seiner Gestalt ab; ist aber 
die Lange lim Verhaltnis zur Breite b groB (so wie beim Bild eines Spektro- 
meterspaltes), so gibt folgende Formel annahernd den Verlust des Emp- 


fingers an?): 


2xCl 
Vir ” 
2,3 log — — 0,255 
} 
—— rtemperatur, 5 2.44- 10-4 Watt/em Grad ist. Der Warme- 


verlust eines thermoelektrischen Drahtes von der Lange l’ und vom Radius r 
wird annihernd durch die folgende Formel ausgedriickt: 
; nxCI’ 
LD , ’ 


2,3 log — — 0,255 
r 


(24) 


in der angenommen wird, dab der Temperaturgradient im Drahte iiberall 
cleich ist. Ist Il’ viel gréBer als r, was bei Thermosiéulen der Fall ist, so ist 
der Warmeverlust des Drahtes proportional der Lange /’ und unabhangig 
von r. Tatsaichlich wachst der Warmeverlust durch Luft nur um ungefahr 
10%, wenn man den Querschnitt und auch die Leitfahigkeit eines diinnen 
Drahtes um das Zehnfache vergrObert. Aus diesem Grunde ist es méglich, 
daB die Oberfliche der Draihte zwar kleiner, aber ihr Warmeverlust durch 
Luft doch gréber ist als der des Empfangers. Zieht man nun den Warme- 
verlust des Empfangers und den der Drahte durch Luft in Betracht. so 


wird die Eigenempfindlichkeit einer Thermosaule : 


nP ae | 2aC l 
a - to A T® (e. +- @,) 
R’ 2 | . > . é _ 
23 log —— ——= (955 
~ b 
in? T ' nacl’ 2 
— (L; a4 L,. 2\2 4 ° . 25) 
" 23 log — — 0,255 
, 


Beispr le fiir die Empfindlichkeit von Thermosdulen und Mikroradivo- 
metern. Die Bedingungen zur Erreichung des maximalen Q [in der Glei- 
chung (21) usw.| kénnen durch Differentialrechnung ermittelt werden, 
doch macht es die praktische Uberlegung oft notwendig, den Einflu8 der 
Abweichung vom Maximum zu kennen, was dureh die graphische Analyse 
ermoglicht wird. Aus den Gleichungen ist zu ersehen, dab R, und R, modg- 


lichst klein sein sollen. Bei einem Drehspulgalvanometer begrenzt die 


') Emil Warburg, Uber Wiirmeleitung. Berlin, J. Springer, 1924 
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Schwierigkeit der Stromzuleitung zur Drehspule den Wert von R, + R,. 
In den folgenden Beispielen wird I, +- R, 15 Ohm fir Thermosiulen 
mit Galvanometer verwendet. Fir Mikroradiometer wird RF, + R, 


0,2 Ohm gewahlit. Fir das Emissionsvermégen wird in den folgenden 
Beispielen e; + @, = 1 gewahlt, da diese Bedingung in der Praxis oft ver- 
wirklicht ist. Die folgenden Angaben sind fiir die thermoelektrischen Metalle 


Eisen und Konstantan berechnet, fiir die folgende Werte gewahlt werden!): 





Puvi°c L +108 Watt Ohm/® C? 
a ee ee oe eer ky eee ae ~ 16,6 2,08 
Konstantan (40°% Ni—60°,Cu) ... — 39,0 3,54 


Fig. 2 zeigt den Verlauf der Empfindlichkeit in Abhaingigkeit von Rh, 
einer Vakuumthermosiule mit einer Oberfliche von 1 mm? und mit einem 
Galvanometer von 15 Ohm 
Widerstand fir 1, 2 und 


3 Lotstellen. In Fig. 3 














ist clie Empfangeroberflache 
3mm*. Die gestrichelten 


Kurven entsprechen kom- 








pensierten Thermosaulen. In 

















’ 0 04,0 OD WW 50 BO BD 
vielen Fallen ist es cunstig, R, n Un 
’ vs . Res. ’ Fig.2. Eisen—Konstantan-Hochvakuumthermosiule. 
die Empfindlichkeit kom- A=imm?, R, + RK, = 152. 
pensierter und unkompen- 
: ae 10 
sierter Thermosaulen zu ver- 291 
sleichen; die einen haben 08} 
doppelte Anzahl heiber L6t- = 4, 
stellen als die anderen: doch § 45) 
; : : ga ; OF 
ist die Schwierigkeit der 8,,| 
we G5} 
Konstruktion ungefahr die- 02;——— . a 
(faa —. 
selbe. Alle Kurven zeigen ' 1 
. ) ° i ~ 20 | PA B /) i Wl U z x 
deutlich, daf ein zu kleiner R. in Ohm 
Widerst; yr ther : Fig. 3. Eisen—Konstantan-Hochvakuumthermosaule. 
Viderstand det hermo A=3mm?, Rk, + Ry = 152. 


elektrischen  Driahte die 

Empfindlichkeit stark beeintrichtigen kann, wabrend eim zu grobe 
Widerstand die Empfindlichkeit kaum beeinfluBbt. © Dementsprechend 
sollte der Widerstand pro Létstelle fiir Empfanger von 1 mm* immer mehr 


als 10 Ohm und fiir solehe von 3 mm? mehr als 5 Ohm betragen. In diesen 


') C,H. Cartwright, Ann. d. Phys. 18, 656, 1933. 
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Beispielen ist der Empfindlichkeitsverlust durch Peltier-Warme ungefahr 
1%, und kann daher vernachlissigt werden; eine gréBere Rolle spielt die 
Peltier-Wirme nur bei Verwendung von Metallen mit grofer thermo- 
elektrischer Kraft. 

Fig.4 und 5 geben die Eigenempfindlichkeit von Mikroradiometern 
mit ?, + R, = 0.2 Ohman. Aus Fig. 4 ist es auch ersichtlich, dab fiir eine 


Empfangeroberfliche von 





| mm? eine Létstelle ge- 











wd elgneter ist als zwei. Fin 

. 2 eine 3 mm?- Empfanger- 
Si obertliche hat eine Lot- 
wi46| stelle ungefaihr dieselbe 
pe | Empfindlichkeit wie zwei. 
at ; je ¢—y—7 Die untere Kurve in 

; te Fig.4ist ausGleichung(25) 

sad y sia ato fiir Mikroradiometer in 


Luft berechnet. Die 








sia Empfangeroberflache ist 
2x 4/, mm? und die 

a a thermoelektrischen 
pS om)  Drahte sind 2mm lang. 
s Aus diesen Bei- 





spielen kOnnen wir 











U2 ° ° y 
07 schlieben, dab eime Va- 
,  _— ra po aoe eee a kuumthermosiule emp- 

Ng ’ hk. in Ohm ne ° e . 
t findlicher als ein Mikro- 
Fig. 5. Eisen—Konstantan-Mikroradiometer. . . , 
ee ee ee radiometer in Luft 

A 3mm-, Re + R g>= 0,2 2. 


gemacht werden kann 
und dab der mégliche Gewinn, den ein Mikroradiometer im Vakuum liefern 
wiirde, wegen der technischen Schwierigkeiten nicht lohnend ware. Wenn 
ein Spiegel verwendet werden mu, um die Strahlungsenergie auf den 
Kmpfinger zu konzentrieren, hat die Thermosiule gegenitber dem Mikro- 
radiometer den groben Vorteil, dai sie leichter klein gemacht und auf die 
optische Achse eines stark konzentrierenden Spiegels gebracht werden 
kann. Diese Beispiele zeigen ferner, dafi die Verkleinerung des Galvano- 
meterwiderstandes die Erreichung der Maximalempfindlichkeit mit einer 
kleineren Létstellenzahl erméglicht; doch wird die zu erreichende Empfind- 


lichkeit nicht nennenswert vergrOBert, selbst wenn man den Widerstand 


von 15 auf 0.2 Ohm verkleinert. 
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Tabelle 1. 








“ > > S 7 1. (£9 == 1 86C 
Instrument K, K, A m|~t @ to see Myyiy fil l\g=1°%o 
Ohm mm-* Ohm! Watt~'/2) Watt—'/2 Watt 
15 l l 15 1,24 0.391 L14-10°° 

15 ] 2 40 1,60 0,504 O89 
rf , . 15 l 3 90 1,73 0,544 O82 
Ni 8 15 311); 9] 054 0,170 2.63 
eimai 15 3 14% 20) 0,76 0,240 1,78 
15 3 13/40)! 088 0,278 1.61 
15 3 4 50 0,96 | 0,303 1,48 
citi, | 5 | 1/1/15) 1,05 | 0,331 1,35 
whens sep ‘s 15 3/1.,15) 0,46 0,145 3,08 
amen | 15 3 2 30 062 0,196 2,28 
. ree 0,2 l l & 1,90 0,598 0,75 
aprineas seers }) 92 3/1) 2, 106 | 01334 1,34 
ae 0,2 312; 9! 1,10 | 0,347 1,29 
Kompensiertes 0,2 l 9 1,33 0,419 1,09 
Mikroradiometer | 0,2 3 l 5 0,78 0,246 1,82 


In Tabelle 1 sind die Maximalwerte fiir YQ aus den Kurven, die ent- 
sprechenden Werte von S, _ , aus Gleichung (11), und die minimale Strah- 
lungsenergie, die durch einfache Ablesung nach 1 see mit dem mittleren 
Fehler von 1% bestimmt werden kann, eingetragen. Um S, und F£,,, zu 
berechnen, wurde willkiirlich 7, = 80% gewahlt. 

Jolometer. Die von Bosworth!) kirzlich entwickelte Technik fir 
Anfertigung von Bolometern aus Nickel nach einem einfachen Verfahren 
laBt es wiinschenswert erscheinen, einen Vergleich der HKmpfindlichkeit 
von Bolometern mit den anderen radiometrischen Instrumenten durchzu- 
fiihren. 

Fiir ein Bolometer mit vier Briickenzweigen von gleichem Widerstand R, 
und mit einem Galvanometerwiderstand R, ist der Galvanometerstrom 1,, 
hervorgerufen durch eine Widerstandsinderung A R in dem Empfaingerzweig 

VAR 96 
ae 4h, (fh, + R,)+ AR (2 R, + 3 fh,) = 
wo V die an die Briicke angelegte Spannung bedeutet. Wir wollen annelmen, 
daB diese Spannung unabhingig von AR sei. Der Bolometerwiderstand 
kann so groh gemacht werden, dab das zweite Glied in dem Nenner mit AR 
vernachlissigt werden kann; dann sind die Galvanometerausschlige pro- 


portional zu der Strahlungsintensitat. 


') R.C. L. Bosworth, Trans. Faraday Soc. 30, 554, 1934. 











164 C. Hawley Cartwright, 


Wenn die zu messende Strahlung nicht auf das Bolometer fallt, so 


stellt folgende Gleichung den Gleichgewichtszustand des Empfangers dar: 
i? Ry, = oA (e, +e) (T?— T3) + C(T— Ty), (27) 


wo T die absolute Temperatur des Empfingers und 7) die Temperatur der 
Umgebung (Zimmertemperatur) ist. Der Faktor C (von T abhangig) ist 
1. der Warmeverlust durch Leitung des Empfaingers, 2. eine Korrektur 
wegen der nicht vollkommenen Gleichmabigkeit der Temperatur und 3., falls 
das Bolometer sich in Luft befindet, aueh der Warmeverlust durch Luft; 
diese Grébe wird an einer weiteren Stelle néher besprochen. Der Heizstrom 
des Kimpfaingers ist 

y 
peal (28) 
. ) / 
2 R, 
Wenn Strahlung auf den Empfiainger fallt und eine Temperatur- 


erhéhunge AT verursacht, dann ist fiir den Gleichgewichtszustand 


E, + (4+ 41)" (I, 1 P,) 


a 


oA (e, +e.) ((T + ATYA—TI\4+C(T+ AT—T,). (29) 


| 0 
Dureh Kombination von (27) und (29) ergibt sich 
E,itvArR, +21R,41=40ATPAT+ CAT, (30) 


wo der Einfachheit halber die Ausstrahlung der Vorder- und Riickseite 


des Empfangers zu e; + é, | gewahlt wurde. Mit Riicksicht auf 
: V, | R, (3 R,, 1 2 R,) :, 
5 Ri (R, + f,,) )s 
erhalt man *) 
a A R,, 


La tcgGATPAT+ CAT. (31 
5 R, (PR, a. R,,) ; 


Wenn « der Temperaturwiderstandskoeffizient des Empfingers ist, so gilt 
AR, = aR, AT. (32) 


Die Eigenempfindlichkeit des Bolometers, definiert durch Gleichungen (9) 


und (11), wo R den gesamten Widerstand im Galvanometerkreis fiir den 


1) Diesen Ausdruck fiir .17 erhilt man, wenn man die Stromverteilung 
in der Briicke berechnet fiir den Fall, da® allein der bestrahlte Widerstand 
Vv? JSR, 


sich um IR), indert. 2) Der Term konnte vernachlissigt 
8 R, (Rk, + R, 


werden ohne merklichen EKinfluB auf das Ergebnis: vgl. E. Warburg, G. Leit- 
hiuser u. Ed. Johansen, Ann. d. Phys. 24, 27, 1907. 
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aperiodischen Grenzfall bedeutet (in unserem Beispiel, wo alle Briicken- 


zweige gleich sind, ist R= R, + &,), ist daher 
be R' 2 V 0 
Q ; 5 (33) 
E, 4 (R | R )' ” ( } ~ & o { [3 (! \ 
he ( a d t } 
8 (R, +R) / 


Hier sind V und T' voneinander abhangig, so daf{b unter Verwendung der 

Gleichungen (27) und (28) V eliminiert werden kann: 

Q - ee ee . (84) 
2(R, +R,)2}——""* _ te A(T 18) + C(T-T,)]+404 T? +! 

\2(R, + R,) 

Ist #, wie iblich von der Grébenordnung 100 Ohm, so kann der Faktor C 

vernachlassigt werden, wenn der Empftinger sich im Hochvakuum_ be- 

findet '); C ist gleich V,,, laut Gleichung (23), falls der Kmpfanger in Luft 

ist. Fir ein Vakuumbolometer mit so grobem Widerstand, dali C vernach- 


lassigt werden kann, hat man daher 


a Ry? (T* — Taye (35) 


© = 
R,a(T* — T; a 
a 


Fiir die bekannten Metalle betragt « ungefaihr 0.004 Grad und die Grébe 
R,a (T4*— T*)/2(R,+ R,) ist klein im Verhaltnis zur Grébe 4 T? auch 














fir R,— 0; dies wird noch ) ) 
' ee ae 30} + oe © t 
klarer aus den Daten in Fig. 6. » | | | | | | 
. ee . . e ' | 
Hieraus kénnen einige allgemeine $40-— | +4 
. : ; S Yr |i 
Kigenschaften des Bolometers -8,,|_74 | | 
S4 SS ae Seen ae 
abgeleitet werden: 1. Es_ ist , | | | 
vorteilhaft, einen kleinen Wider- 292 295 =O 83S = S50 85 SD 0S 
: Terrperatur des Empfangers 
stand im Galvanometer und Fig. 6. Hochvakuum-Bolometer. 
« = 0,004 Grad-1, A = 1 mm®?, Tp = 292° abs. 


einen groben Widerstand in den 
Bolometerzweigen zu haben. 2. Die Empfindlichkeit ist proportional 
A~*2, wie auch fiir Thermosiulen, wenn man die richtige Zahl von 
Létstellen benutzt. 38. Kin negativer Temperaturkoeffizient ist er- 
wiinschter als ein positiver. Aus diesem Grunde wire es interessant, nicht- 
metallische Materialien beziuglich ihrer Verwendung als Bolometer zu 
priifen. 4. Die Empfindlichkeit ist angenaihert proportional dem Temperatur- 


koeffizienten. 5. Falls das Bolometer in Luft ist, anstatt im Hochvakuum 


‘) Diese Betrachtung entspricht dem Fall eines Metallempfingers, wo das 
Wiedemann-Franzsche Gesetz annihernd giiltig ist ; sonst muB Rp gréBer sein. 











166 C. Hawley Cartwright, 


und der Energieverlust durch die Luftableitung n-mal gréBer ist als durch 
Strahlung., so vermindert sich bei gleichen Temperaturbedingungen die 


‘ ‘ , . 1 . ‘ 
Mmpfindlichkeit (z+ 1)” “'2-mal wegen der Luftanwesenheit*). 


Tabelle 2. Vakuumbolometerempfindlichkeit. 





T5 292° K, Rp 150Q. Ry = 15Q, « 0,004 Grad™!. 
ah S, y . [to =1 see 1. S ”y «. {ty =1see 
i] () yn | sec i! g — | 0 0 7 ) to= lsee EF nin fiir | gun l 0/5 
9K Watt 2, Watt '/2 Watt ok Watt—'/2) Watt ~"/e Watt 
293 0.77 0,24 184-1075 320 3,32 1,05 0.43 - 1075 
296 1.53 0.48 0.93 332 3.54 1,12 0.40 
300 2,08 0.66 0.68 370 3,78 1,19 0,38 
305 2.52 0.80 0.56 400 =3,69 1,16 0,39 
312 2,94 0,93 0,48 





Fig. 6 zeigt den Verlauf der Eigenempfindlichkeit Q als Funktion der 
benutzten Temperatur fiir ei Bolometer von 1 mm?*, R, = 150 Ohm, 
R, 15 Ohm und g¢ = 0,004 Grad“! (nach Bosworths Angaben itiber 
diinne Nickelfolien). Tabelle 2 enthalt fir dieses Bolometer bei verschiedenen 
Temperaturen 7’ die entsprechenden Werte von Q, die Empfindlichkeit 8, _ , 
‘nach Gleichung (11)] und die kleinste mit einem mittleren Fehler g = 1% 
mebbare Strahlungsenergie /. [nach Gleichung (6)|.. Wie in den fritheren 


d ° 
min 


Zahlenbeispielen wurde 7, willkiirlich gleich 80° gewahlt. 
Die Kmpfindlichkeit des Bolometers kann um 40% vergréBert werden, 
wenn die zwei Vergleichszweige der Briicke einen gréBeren Widerstand haben 
als der EKmpfainger. Wenn dieser N-mal gréBer ist, so kann Gleichung (26) 
ersetzt werden durch 
NVAR 
/ R, {R, (N +1)? + 2R,N(N+1)} 


(36) 


Der Widerstand im Galvanometerkreis, der die aperiodische Dampfung 


2NR 
; ad ee ‘ 4 , 
verursacht, R, + R,, wird zu R NW uci” R,. Unter den giinstig- 
- | 
; , . ‘ , . . P ‘ / 
sten Bedingungen R, < R, und N = co wird die Enipfindlichkeit ) 2-mal 
‘ M 1 


grOber als die eines Bolometers mit R, <_ R, und N = 1. 
Kin Vergleich mit den Angaben fiir andere Instrumente zeigt, dal die 


Kigenempfindlichkeit fiir ein Vakuumbolometer aus dimner Nickelfolie 


1) Bei maximaler Belastung kann mit dem Vakuumbolometer die drei- 
bzw. fiinffache Empfindlichkeit im Vergleich zu der des Luftbolometers erreicht 
werden; fiir kleine Belastung, wie man in Fig. 6 sehen wird, ist der Unterschied 
gréBer. Diese stehen im Einklang mit den experimentellen Angaben; vel. 
kk. Buchwald, Ann. d. Phys. 33, 928, 1910; E. Warburg, G. Leithiuser 
u. Ed. Johansen, ebenda 24, 25, 1907. 
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etwa zweimal gréBer ist als die einer Eisen-Konstantan-Vakuumthermo- 
siiule, und etwa die gleiche ist wie die einer gut konstruierten Wismut- 
legierung-Vakuumthermosaéule. Zumindest im Prinzip, kann ein Bolometer 
geniigend symmetrisch gemacht werden (oder, im Notfall, ausgeglchen 


»* 


werden), so daB es verhailtmsmafSig unempfindlich 


> 


gegen Schwankungen 
des Batteriestromes wird. 

Ks scheint jedoch, dab, solange kein Material nut hoherem 'Temperatur- 
Widerstandskoeffizienten als Nickel gefunden ist, eine Thermosiiule geeig- 
neter fiir allgemeine radiometrische Messungen ist, denn sie ist einfacher 


und bendtigt keine Batterie. 


Radiometer. Die maximale radiometrische Kraft, die zwischen den 


hohen und tiefen Druckbereichen — wo sie auch theoretisch formuliert 
werden kénnte — liegt (ungefaéhr bei 0,06 mm Hg), kann durch empirische 


Formeln') ausgedriickt werden; doch bringt der Wunsch, aperiodisch 
gedimpfte bewegliche Systeme zu haben, theoretische Schwierigkeiten 
mit sich, die es gegenwiartig noch nicht erlauben, die Kigenempfindlichkeit 
von Radiometern mit Hilfe der allgemeinen Formeln, die fiir Thermosaulen 
mit Galvanometern abgeleitet wurden, zu behandeln. Praktisch kann der 
aperiodisch gedimpfte Zustand leicht erreicht werden, 1. weil sich die 
Daimpfungskraft als Funktion des Druckes in der Nahe des Empfindlichkeits- 
maximums viel mehr andert als die radiometrische Kraft und 2. da die 
Daimpfungskraft dadurch vergréBert werden kann, dab man das System 


in die Nahe des Fensters oder einer Membran?) bringt. 


Tabelle 3. Radiometerempfindlichkeit. 





Radiometer A A fo St, 

mm? Dyn cm sec Watt —*/2 
von Hettner. .. 0,5 - 2,0 1.0 80-1075 | 6 0,11 
Nach Tear... . || 1,1-2,1—2,3 | 1,26-10-5 10 0,29 


In Tabelle 3 sind die Werte von Si, aus Formel (3) fiir ein Hettner- 
sches Radiometer und fiir ein Doppelfliigelradiometer, welches ich [nach 
Angaben von Tear*)| verfertigte und welches unter 20 verschiedenen 
Systemen das empfindlichste war, berechnet. Beide Radiometer der Ta- 
belle 83 waren aperiodisch gedimpft. Die Empfindlichkeit S,, ist ungefahr 


') G. Hettner, ZS. f. Phys. 27, 12, 1924; M. Knudsen, Ann. d. Phys. 6, 
129, 1930; W. Gerlach u. W. Schiitz, ZS. f. Phys. 78, 43, 1933. 
*) G. Hettner, ZS. f. Phys. 47, 499, 1928. — %) I. D. Tear, Phys. Rev. 23, 
641, 1924. 
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zehnmal kleiner als wie sie fiir eine Vakuumthermosaule mit Galvanometer 
von derselben Schwingungsdauer und mit der gleichen Empfangeroberflache!) 
moglich wire. Hettner?) beschreibt ein Radiometer mit der Schwingungs- 
dauer von 25sec, bei dem AK = 1,9-10-° dyn em ist, was auf einer Meter- 
skale einem Ausschlag von 156300 mm fiir eine Meter-Hefner-Kerze aqui- 
valent ist. Beriicksichtigt man, dab ein Spiegel von 15 mm Durchmesser 
das Licht auf den Empfanger konzentriert, so ist S;, —95 gleich 1,1 Watt— a, 
Dieser Wert von S ist kleiner als derjenige, den man bei einer Kisen-Kon- 


stantan-Vakuumthermosiule erreichen kann. 


Ks mag wohl bei speziellen Arbeiten auch dafiir Grimde geben, dab 
ein Radiometer einer Thermosaéule vorzuziehen ware. Auer dem Vorteil 
erober primirer Ausschlige, kann ein Radiometer durch den Kompen- 
sationsempfainger und durch grobe Symmetrie des Systems sehr stabil 
gemacht werden. Ferner erfordert eine Thermosaule fiir die maximale 
Empfindlichkeit ein Vakuum von mindestens 10-*mm Hg, dagegen ein 


Radiometer nur ein solehes von 0,06 mm Hg, was viel leichter zu erhalten ist. 


Uberblick. Als Beispiel wurde fiir die Thermosaulen und Mikroradio- 
meter Eisen und Konstantan gewahlt, da diese homogen sind und man ihre 
thermoelektrische Kraft und Wiedemann-Franzsche Zahl gut kennt. 
Wismut, Wismutlegierungen und Tellur haben eine grébere thermoelektrische 
Kraft als Eisen und Konstantan, doch ist es sehr wahrscheinlich, dab sie 
bei der gewdhnlichen Verwendung fiir Thermosiéiulen oft eine kleinere 
Empfindlichkeit als richtig verwendetes Eisen und Konstantan liefern. 
Der Grund dafiir ist die groBe, fiir kleine Verunreinigungen und verschiedene 
kristallinische Orientierungen sehr empfindliche Wiedemann-Franzsche 
Zahl und thermoelektrische Kraft*). 


Selbst fiir inhomogene thermoelektrische Metalle muf zur Charak- 
terisierung der Thermosaiule Formel (21) verwendet werden, da die Zahl 
der Létstellen und der angenaherte Widerstand der Thermosaule vor Beginn 
der Konstruktion gewahlt werden miissen. Zu diesem Zweck kann aus der 


1) Hettner zeigte, dai diese radiometrische Kraft zunimmt, falls die 
Inergie in der Mitte des Empfingers konzentriert wird und ein Temperatur- 
gradient vorhanden ist: in diesem Falle wird auch die Daimpfungskraft so ver- 
gréBert, so daB der Wert von S abnimmt. Zieht man in Betracht, daB aperiodisch 
gedimpfte Systeme vorteilhafter sind, so ist es giinstig, kleine Kmpfinger zu 


benutzen, wie auch fiir die anderen Instrumente. — *) G. Hettner, ZS. f. 
Phys. 27, 12, 1924. 3) Die thermoelektrische Kraft fiir Wismut gegen 
Kupfer iindert sich von 57 bis 107 pV/°C allein schon je nach der Kristall- 
orientierung; vgl. P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. 63, 1929. 
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folgenden empirischen Formel ein Mittelwert fiir die Wiedemann-Franz- 


sehe Zahl annahernd berechnet werden!): 


> _, , 3,0-10-% Watt Ohm as 
L = Fe = 282-10-* + 9a (37) 


Nun kann zur Konstruktion, nachdem die Zahl der L6tstellen und auch 
annahernd der Widerstand gewahlt worden sind, die allgemeine Formel (17) 
verwendet werden. Durch die schon erwihnte, von mir angegebene experi- 
mentelle Methode*) kann man die Warmeleitfahigkeit und den elektrischen 
Widerstand jedes einzelnen Drahtes messen, ebenso die thermoelektrische 
Kraft. Diese Methode ist besonders zur Herstellung von Thermosdulen 
aus 1 bis 5mm langen Drahten geeignet. 

Leider ist eine groBe thermoelektrische Kraft gew6ohnlich von einer 
groben Wiedemann-Franzschen Zahl begleitet, doch gelingt es, doppelt 
so empfindliche Thermoséulen und Mikroradiometer zu konstruieren 
als aus Eisen und Konstantan, falls man die Anderung der thermoelektrischen 
Kraft und der Wiedemann-Franzschen Zahl der Wismutlegierungen 
bericksichtigt. 

Die grofe Verschiedenheit der Empfindlichkeit von Thermosaulen, 
die ja gréBtenteils intuitiv konstruiert werden, scheint dadurch erklart 
zu sein, da Thermosaéulen in den meisten Fallen weniger empfindlich sind 
als wie sie sein sollten, was 1. von der Unvollkommenheit des Vakuums 
herriihrt (eine exakt konstruierte Vakuum-Thermosaiule sollte im Hoch- 
vakuum ungefaihr die 20fache Empfindlichkeit haben als in Luft; beim 
Ubergang von 10-3 zu 10-4 mm Hg sollte die Empfindlichkeit verdoppelt 
werden), 2. davon, dai die thermoelektrische Kraft der Wismutlegierungen 
kleiner ist als wie sie gewodhnlich (mit 120 uVolt/°C) angenommen wird 
und 8. davon, dai man die grobe Abweichung des Wismuts und insbesondere 
der Wismutlegierungen vom Wiedemann-Franzschen Gesetz vernach- 
laissigt, daher zu dicke thermoelektrische Drahte verwendet, was am steilen 
Teil der Kurve in Fig. 2 zu 5 zu erkennen ist. 

Es ist interessant, zu tiberlegen, in wie groBer Annaherung Thermo- 
siulen einer idealen Warmemaschine ahnlich sind. Der thermodynamische 
Nutzeffekt 7,, mit dem eine Thermosiule die absorbierte Energie in elek- 


trische Energie verwandelt, ist ai 
fht FT vty PT 

gaa 2 Oe. were. a 
E, t, A 


me Re : 


') C.H. Cartwright, Ann. d. Phys. 18, 656, 1933. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 92. 12 
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Diese Faktoren sind aber alle voneinander abhaingig. Benutzt man die 
Angaben der Tabelle 1 fiir die Eisen-Konstantan-Vakuumthermosiule 
mit A il mm’, n = 8, T = 292°C, Q 1,73 Watt~ "2, R = 105 Ohm 
und P = 55 pVolt/"C, so ist nach Gleichung (88) 7, gleich 0,81%. Fit 
uns ist aber 7° wesentlich, da durch eine n-fache Zunahme von Hp die Aus- 
schlige bloB n'!2-mal gréBer werden. In unserem Beispiel ist No? gleich 9%, 
und durch Verwendung von Wismutlegierungen statt Kisen-Konstantan 
konnte "a bis 20°, erhdht werden. Dies besagt: Ware die Thermosiule 
eine vollkommene Warmemaschine, so hatte sie auch nur die fiinffache 
Empfindlichkeit der jetzt médglichen. Dieses Resultat ist auch aus Glei- 
chung (21) zu ersehen, die zeigt, dab, wenn das Wiedemann-Franzsche 
Gesetz giltig ist (der giimstigste Fall) und eine thermoelektrische Kraft 
von 300 wVolt/°C angenommen wird, der Warmeverlust durch Peltier- 
Effekt ebenso grob ist als durch Leitung der Drahte. 

Der thermodynamische Nutzeffekt eines Radiometers ist von derselben 
Grébenordnung wie fiir Vakuumthermosadulen. Man sieht aber, dab der 
thermodynamische Nutzeffekt zum Vergleich radiometrischer Instrumente 
allein nicht geeignet ist; denn hatten zwei Instrumente, das eine in Luft 
und das andere im Vakuum, denselben thermodynamischen Nutzeffekt, 
dann wiirde das Instrument im Vakuum eine gréBere niitzliche Empfind- 
lichkeit besitzen. Dies erklart qualitativ, weshalb die Empfindlichkeit 
einer Vakuum-Thermosiule gréBber ist als die eines Radiometers, welches 
infolge der Gasreste bei einem kleineren AT arbeitet. 

Die Empfindhchkeit von Vakuumthermosaulen kann tiber die hier 
angegebenen Werte hinaus vergréBert werden, indem man die Strahlung 
des Empfingers (e, + e,) verkleinert. Fiir Versuche im sichtbaren Spektral- 
bereich absorbiert eine diinne Schicht von Platinschwarz sehr gut, doch hat 
sie fiir die ultrarote Strahlung bei Zimmertemperatur eine Emissionskraft 
(Maximum etwa bei 10 uw) von ungefiihr 25°; daher bleibt das Resultat 
dasselbe, als wenn man das Licht auf einen ein Viertel so groBen Empfanger 
konzentriert, was die Empfindlichkeit vergréfert und gleichzeitig die Op- 
timalzahl der Thermoldétstellen verkleinert. Ich erhielt dadurch, daB ich 
die Vakuum-Thermosiule bei der Temperatur von fliissiger Luft verwendete*) 
eine grobe Empfindlichkeitszunahme; die thermoelektrische Kraft wird 
hier auch gréBer, die Wiedemann-Franzsche Zahl giinstiger und der 
Strahlungsverlust ungefaihr 30mal klemer. Vom _ thermodynamischen 
Standpunkt aus ist also nicht nur T dreimal kleiner, sondern auch AT 





') C.H. Cartwright, Rev. Scient. Instr. 4, 382, 1933. 
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crOber. Nach meinen ersten Versuchen schien die Thermoséule unter diesen 
Bedingungen ebenso stabil zu sein wie bei Zimmertemperatur, doch will 
ich, bevor ich behaupte, dai die durch Brownsche Bewegung gesetzte 
Grenze wirklich erreicht werden kann, noch Versuche mit verbesserten 
Apparaten machen. 

Sehr schwache Stréme (bis 10-'8 Amp.) kénnen durch Verstairkerréhren 
festgestellt werden, was darauf schlieben laBt, dafi man solehe auch fiir 
Thermosiulen (statt des Galvanometers) verwenden kénnte; nun sind aber 
Verstirkerréhren hauptsachlich fiir die Spannung empfindlich und wegen 
des Schrot-Effektes nur bis zur Grenze von ungefihr 10~-® Volt brauchbar. 
Schwache Stréme werden daher so festgestellt, dab man sie durch einen 
hohen Widerstand flieBen JaBt, um eine merkliche Spannungsinderung 
zu erhalten; aus diesem Grunde kénnen VerstarkerrOhren ein Galvanometer 
nicht ersetzen. Ich glaube, es ist kein grober Gewinn zu erwarten, wenn 
man ein Galvanometer durch ein anderes Instrument ersetzen wiirde, 
weil seine No? 40°% betrigt. Die Empfindlichkeit kann daher héchstens 
2'/,mal gesteigert werden etwa durch ein Instrument mit kontinuierlicher 
Bewegung, das, im Gegensatz zum Galvanometer, dauernd Arbeit leistet, 
nicht nur zwischen Beginn und Ende der Ablenkung. 

Kin Instrument zur Strahlungsmessung, bei dem die thermische Aus- 
dehnung eines bekannten Metalls benutzt wird!), und das die theoretische 
Grenzempfindlichkeit (begrenzt durch die Brownsche Bewegung) besitzt, 
ist unvorteilhafter als eine Thermosiule?). 

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafi, mit AusschluB von photo- 
graphischen Platten und Photozellen, zur Zeit Hochvakuum-Thermosiule 
mit Galvanometer das geeignetste Instrument zur Messung von Strahlungs- 
energien ist. Es ist auch experimentell moéglich, ihre charakteristischen 
Angaben und ihre Konstruktion zu priifen, um ihre maximale Empfindlich- 


keit zu erreichen. 


Ich bin Herrn Prof. Dr. Czerny fir seine freundlichen und wertvollen 
tatschlige zu herzlichem Dank verpflichtet. 

') M. Weingeroff, Phys. ZS. d. Sowjetunion 1, 304, 19382. — #7) C.H. 
Cartwright, Physics 1, 211, 1931. 








Zur Theorie 
der Wechselwirkung zwischen Elektronen- und Kern- 
bewegung bei dreiatomigen, stabformigen Molekiilen. 


Von R. Renner in Géttingen. 


Mit 2 Abbildungen. (Kingegangen am 13. September 1934.) 


Ks wird die Schwingungsstruktur des //-‘Terms fiir Molekiile vom CO,-Typ 
unter Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit der Elektronenbewegung 
berechnet. 

S 1. Einleitung und Problemstellung. Der tibliche quantenmechanische 
Weg in der Behandlung von Molekiilzustanden ist der, da man eine Trennung 
in Elektronen- und Kernbewegung vornimmt. Die Berechtigung fiir dieses 
Verfahren liegt darin, dal die Kernbewegung viel langsamer erfolet als 
die Elektronenbewegung. Man begeht also nur einen kleinen Fehler, wenn 
man die Elektronenbewegung so berechnet, als ob die Kerne in ihrer in- 
stantanen Lage ruhen wiirden (Mehrzentrenproblem). Die mathematische 
Begrindung hierfiir ist von Born und Oppenheimer!) gegeben worden. 

Diese Trennung in zwei voneinander unabhingige Bewegungsarten 
ist aber nur so lange gerechtfertigt, als die Frequenzen der Kernbewegung 
klein sind gegen die durch / dividierten Energiedifferenzen der EKlektronen- 
niveaus des Molekiils. Ein Beispiel dafiir, dab eine genauere Beriicksichtigung 
der Wechselwirkung zwischen Elektronen- und Kernbewegung wesentlich 
werden kann, bietet die A-Verdoppelung bei zweiatomigen Molekiilen?). 
In diesem Falle handelt es sich um die Wechselwirkung des Kerndrehimpulses 
bei der Rotation des Molekiils mit dem Elektronendrehimpuls. Es kénnte 
zunichst merkwirdig erscheinen, da die kleinere Rotationsfrequenz 
und nicht die gréBere Schwingungsfrequenz mit den Elektronenfrequenzen 
gekoppelt ist. Der Grund dafiir ist die hohe (Zylinder-) Symmetrie beziiglich 
der Kernverbindungslinie des zweiatomigen Molekiils. Diese Symmetrie 
bleibt wihrend der Kernschwingung selbstverstandlich erhalten und macht 
daher eine erhebliche Kopplung zwischen Schwingungs- und Elektronen- 
frequenzen unmdglich. 

Bei mehratomigen Molekiilen hingegen kann auch die Kernschwingung 
in analoger Weise wie die Rotation bei den zweiatomigen Molekiilen mit 


der Elektronenbewegung in Wechselwirkung treten*). Ahnlich wie dort 


') M. Born u. R. Oppenheimer, Ann. d. Phys. 84, 457, 1927. — 
2) F. Hund, ZS. f. Phys. 42, 93, 1927; R.de L. Kronig, ebenda 46, 814, 
1928; 50, 347, 1928: M. Born u. 8. Fliigge, Ann. d. Phys. 16, 768, 1933. 
3) G. Herzberg u. E. Teller, ZS. f. phys. Chem. (B) 21, 410, 1933. 
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die Rotation des Molekiils kann hier die Schwingung zur Aufspaltung ent- 
arteter Klektronenzustinde fiihren; und genau, wie dort die Rotations- 
struktur durch die Entkopplung des Elektronendrehimpulses von der 
Figurenachse kompliziert wird, so muB man hier auf eine sehr verwickelte 
Schwingungsstruktur vorbereitet sein. 

Als Beispiel fiir diesen Sachverhalt wollen wir in dieser Arbeit das 
CO,-Molekiil betrachten; es ist jedoch zu sagen, daB die folgenden Ab- 
leitungen und Ergebnisse ohne die geringste Anderung auf beliebige andere 
stabformige, dreiatomige Molekiile zu iibertragen sind. Da die drei Atome 
unseres Molekiils vom CO,-Typ in der Ruhelage eine stabformige, sym- 
metrische Anordnung besitzen, d.h. dali das Modell Zylindersymmetrie 
beziighich der Kernverbindungslinie und auberdem ein Symmetriezentrum 
aufweist, lassen sich die Elektronenzustinde ganz ihnlich einteilen wie die 
des zweiatomigen Molekiils aus gleichen Atomen. Uns kommt es_ hier 
nur darauf an, da’ man die Elektronenzustiinde nach ihrem Drehimpuls 
um die Molekiilachse in 2-, //-, A- usw. Terme einteilen kann, je nachdem 
diese Drehimpulskomponente 0, +- 1, +. 2 usw. (in Einheiten h/2 2) betrigt. 
Die L-Zustainde sind unentartet, wahrend die //-, A- usw. Zustinde zweifach 
entartet sind, entsprechend dem Umstand, dab der Elektronendrehimpuls 
einen Rechts- oder Linksdrehsinn um die Figurenachse haben kann. Das 
CO,-Molekiil besitzt drei Normalschwingungen, von denen die erste total- 
symmetrisch, die zweite zum Symmetriezentrum (C-Atom) antisymmetrisch 
und die dritte entartet ist. Wahrend bei den ersten beiden Normalschwin- 
gungen sich die Atome in der Molekiilachse bewegen, ist die letzte eine 
Knickschwingung, die im allgemeinen einen Drehimpuls besitzt. Sie zer- 
stért daher die strenge Linearitait des Molekiils. Das hat zur Folge, da8 die 
‘Entartung der J7-, A- usw. Terme aufspalten wird. Die GréBe der Auf- 
spaltung kann dabei durchaus von derselben GréBenordnung sein wie die 
potentielle Energie der Knickschwingung, so dab die Bedingung, dali die 
Energiedifferenzen der Elektronenzustande grolf gegen die Kernenergie 
sind, nicht mehr erfiillt ist. Man erkennt dies daraus, da’ die Anderung 
der potentiellen Energie zum groben Teil durch denselben Umstand bedingt 
ist, der auch die Aufspaltung der Elektronenterme zustande bringt, nimlich 
die Anderung der Elektroneneigenwerte bei Verzerrung des Molekiils. 

Die Frage ist nur, wie sich die Verschiebung des Mittelwertes der Elek- 
tronenenergie infolge des Abweichens vom linearen Modell zur Grébe der 
Aufspaltung des Elektronenterms verhalt. Die Verschiebung des Mittelwertes 
wird in der Nahe der Gleichgewichtslage der Kerne im allgemeinen qua- 


dratisch von den Kernverriickungen abhingen. Die Grobe der Aufspaltung 
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wird, wie wir sehen werden, fiir //-, A- usw. Terme wesentlich voneinander 
verschieden sein. Fiir 2-Zustinde ist natiirlich keine Aufspaltung méglich. 
Dies ist auch der Grund dafiir, warum fiir den Grundzustand des CO,- 
Molekiils die hier besprochene Kopplung nicht in Frage kommt. Fiir 
//-Terme hangt die Aufspaltung quadratisch von der Koordinate r der 
Knickschwingung ab und kann je nach den numerischen Verhaltnissen 
sowohl gréber als auch kleiner sein als der Mittelwert der Verschiebung 
fiir die Elektronenterme. Fir A-Terme geht die Aufspaltung proportional 
mit 7* und ist daher fiir kleine Ausschlige (harmonischer Kraftansatz) 
zu vernachlassigen. Dasselbe gilt in erhéhtem Mabe fiir héhere Werte des 
Klektronendrehimpulses. Die oben erwahnte komplizierte Schwingungs- 
struktur wird daher wenigstens fiir kleine Elongationen nur bei //-Termen 
auftreten. Wir beschréinken uns daher auf diesen Fall, da ja bei groben 
Ausschligen die Anharmonizitaét der Schwingungsbewegung das Problem 
sowieso zu verwickelt macht. Das Ziel der Arbeit ist, die Schwingungs- 
struktur des 11-Terms fiir die Molekiile vom CO,-Typ unter Beriicksichtigung 
dieser Wechselwirkung mit der Elektronenbewequng zu berechnen. Wir 
werden dabei den Einflub des Elektronenspins unberiicksichtigt lassen. 

§ 2. Aufstellung der Schrédingerschen Gleichung fiir die Knickschwingung 
des dreiatomigen, linearen Molekiils. Zur Vereinfachung des Problems denken 
wir uns von der Gesamteigenfunktion des Molekiils sowohl die Translations- 
und Rotationsbewegung als auch die totalsymmetrische und antisym- 
metrische Normalschwingung abgespalten. Diese ergeben einen multi- 
plikativen Beitrag zu unserer gesuchten Eigenfunktion der Elektronen- 
und Knickschwingungsbewegung: der Beitrag ihrer Energie zum Gesamt- 
energieeigenwert des Molekiils ist additiv. Wir betrachten zuniachst die 
Elektronenbewegung unter Zugrundelegung des Mehrzentrenproblems?). 
Sein Kennzeichen ist es, dab die relativen Lagekoordinaten des uns inter- 
essierenden mittleren Atoms (C-Atom) in die Elektroneneigenfunktionen 
und Eigenwerte als Parameter eingehen. In unserer Schreibweise wird diese 
Abhangigkeit der Elektronenfunktionen und LEigenwerte durch einen 
Index k angedeutet. 

Halten wir zundchst das C-Atom auf der Molekilachse fest, so besitzt 
das Molekiil beziiglich dieser Achse Rotationssymmetrie, und die Elek- 


1) Vgl. die zusammenfassenden Darstellungen iiber die Quantentheorie 
des Molekiils von R. de L. Kronig, Band spectra and molecular structure ; 
W. Weizel, Handb. d. Experimentalphysik, Erginzungsband Bandenspektren, 
1932; F. Hund, Handb. d. Phys., 2. Aufl., XXIV/1, 563, 1933; D. M. Dennis- 
son, Rev. Mod. Phys. 3, 280, 1931; EK. Teller, Handb. u. Jahrb. 9/II, A 2, im 


Erscheinen. 
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tronenfunktionen lassen sich analog, wie es beim zweiatomigen Molekiil 


der Fall ist, in der folgenden Weise darstellen: 


f- cos AV, (la) 
f-sin Ad. (1b) 
Dabei bedeutet A = 0, +1, + 2, ... die Quantenzahl des Drehimpulses 


um die Molekiilachse fiir das ,,erste’* Elektron’), und @ seinen Drehwinkel. 
In f ist die Abhangigkeit von den anderen Elektronenkoordinaten q, ent- 
halten. Die beiden Funktionen (1) gehéren zum gleichen Energiewert; 
der Grund fiir diese zweifache Entartung der Elektronenfunktionen, die fiir 
A| = 1 eintritt, ist, wie schon in §1 angedeutet wurde, der Umstand, 
dai die Elektronenbewegung einen Rechts- oder Linksdrehsinn wm die 
Achse haben kann. Analog den Bezeichnungen bei zweiatomigen Mole- 
kiilen wollen wir die Elektronenzustinde mit 2, //, A, ... entsprechend 


A 0, +1, + 2, ... bezeichnen. 


Die Knickschwingung mit der Normalkoordinate r findet in einer 
Ebene senkrecht zur Molekiidlachse statt. Wir bezeichnen ihr Azimut gegen 
eine feste durch die Molekiilachse gehende Ebene mit g. Es tritt wegen der 
Zerstérung der Rotationssymmetrie beziiglich dieser Achse eine Auf- 
spaltung der vorher zweifach entarteten Elektronenniveaus ein. Bedeutet 
i den Mittelwert aus den beiden aufgespaltenen Elektroneneigenwerten, 
so kann man die einzelnei: aufgespaltenen Niveaus folgendermafen schreiben : 

Ey. +a (r), (Qa) 

E, — co (r). (2b) 

Die halbe Aufspaltung o (r), die ein Maf fiir die Wechselwirkung zwischen 
Elektronen- und Kernbewequng darstellt, bangt natirlich nur von der Ab- 
weichung r von der Rotationssymmetrie und nicht von gm ab. Die Higen- 
funktionen, die zu (2a) bzw. (2b) gehéren, lauten in nullter Naherung: 
vi (q.) = fecos.A (8 — 9), (3a) 

y;(q.) = f, sin A (8 — 9), (3b) 

I i , ? ‘ , —s 

d. h. wy, (q-) und y, (q-) sind Loésungen folgender Schrodingerschen 


Gleichungen fiir die Elektronenbewegung 


h* 1 7 = , 

8 2? m 21 Ae Wk (qe) + (Ex + 6 — Vie (Qe) Pi (Ge) = 9, (4a) 
h? ; : ; 

Ss ot he m a A.V; (de) ++ (Ei, a oO — J k (q.)) Wr (Je) - 0. (4 b) 


1) Vgl. diese Bezeichnung bei Born und Fliigge, 1. ¢. 8S. 769. 
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In (4) ist die Summation iiber alle Klektronen (Masse = m) zu erstrecken; 


A, bedeutet den der kinetischen Energie eines einzelnen Elektrons zu- 
2 


geordneten Laplaceschen Operator S , in rechtwinkligen Koordinaten. 


| O qe 
lV’. (qe) ist die potentielle Energie der Elektronen, die sich aus der Coulomb- 
schen Wechselwirkung der Elektronen gegeneinander und der der Elek- 
tronen gegen die Kerne des Molekiils (Index k) zusammensetzt. 

Von der Gesamteigenfunktion Y (q.q,) (qx -— ’. gy) fiir die Elektronen- 
Knickschwingungsbewegung wissen wir, dal sie der Schrédingerschen 
Gleichung 

h* 


A, ge me 
8S2°m— ° 





) a. s eae a eT 
de) + sae ar + 5 ae + age) Ym 

+ (E — Vi (qe) + V (r)) Pde %) = 9 (5) 
geniigen mub. Dabei ist ~ die Kernmasse, der Eigenwert und V (r) die 
potentielle Energie der Kernbewegung, die natirlich nur von r abhangt. 
Y (ge4,) kann man in Produktform ansetzen, wenn die Abhangigkeit der 
Klektronenfunktion von den Kernkoordinaten r und @ gering ist, so dab 
die Ableitungen der Elektroneneigenfunktionen nach r und @ vernachlissigt 


werden kénnen! 


). 

Aus der Form der Funktionen (3) erkennen wir aber, daB dies hier 
nicht mehr der Fall ist; denn die Elektronenfunktionen andern sich in 
Abhingigkeit von der Kernkoordinate g ebenso stark wie in Abhangigkeit 
von der Elektronenkoordinate #. Demnach wird sich die Gesamteigen- 
funktion YW (q,q,) nicht als einfaches Produkt aus einem Elektronen- und 
einem Kernanteil darstellen lassen. Es ist hier hinzuzufiigen, dab diese 
Komplikation fiir die andere Koordinate r nicht eintritt. 

Ein Ausweg aus dieser Schwierigkeit bietet sich jedoch, wenn wir 
uns daran erinnern, daf man allgemein jede Funktion der Elektronen und 
Kerne (wegen der Vollstandigkeit der Elektronenfunktionen) in der fol- 
genden Form darstellen kann: 

Y (de) = Sen (Ge) Yn (Ge I)» (6) 

nm 
wobei w, die Elektronenfunktionen bei festgehaltenen Kernen bedeuten. 
In der ttblichen Theorie zeigt es sich nun, daf man eine gute Naéherung 
erzielt, wenn man nur ein Glied aus der Rethe (6) wahlt. Dann wird das 
zugehorige ¢, (q,) die Schwingungseigenfunktion. Es ist nun naheliegend, 


es hier mit einem Ansatz zu versuchen, der aus (6) zwei Glieder nimmt, 


1) Vel. E. Teller, Hand.- u. Jahrb. § 8, 1. ¢. 
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die den beiden entarteten Elektronenfunktionen entsprechen sollen. Die 
von den Kernkoordinaten abhangigen Funktionen werden wir wieder 
als ,,Schwingungsfunktionen” bezeichnen. In etwas abgeiéinderter Schreib- 
weise werden wir so zu dem Loésungsansatz 

’ ; I I ' il 1! - 

Y (dedx) = Y (I)* Ve (de) + Y (de) Ye Ce) (4) 
fiir die Differentialgleichung (5) gefiihrt. Setzen wir (7) in (5) ein, so gelingt 
es uns in den beiden ersten Reihen von (8), die Elektronengleichungen (4) 


abzuspalten, da A, nicht auf die Kernfunktionen wirkt und daher nut 
diesen vertausehbar ist: 





he l ‘ ' 
Y" (de) | ma a Ae Yi (Ge) + (Ee + 7 — Ve (Qe) i - 
; h? - " 
+ wy" (dx) ee ge pe ‘. Wy (q.) + (Ei. - -o — V, (q.)) Wj. (q, )| 





ey +e 1 @ 1 @ 
. po HF yt a) - ph (a) + 9" (a) vit 
| gan ar ror’ fr aq) CW (x) Pe Je) + Y (Ax) * PE (4) 


+ (E — E, — 6 —V (qx) vq) - vk (G.) + (EE; 
+ o6—V (q,))v'"(a) - vi (G.) = 0. (8) 


Die beiden ersten Reihen in (8) ergeben wegen (4) Null. Im wbrigen Teil 
kOnnen wir Y, (q,) und Yr. (q-) vor die Differentialoperatoren ziehen. Wegen 
, a ° ° : . - : : ! II 
der langsamen Veranderlichkeit mit r sind namlich die y, (qd), Y, (e) 
2 i] 2 


| Oy 
mit (ms — -—) vertauschbar; die Wirkung des 
Or T r ) , ani . 9 yp 


: -Operators auf die 
Or 

Elektronenfunktionen laf{t sich aus der Kenntnis von (3) berechnen. Danach 
finden wir 


0 . a 0 I I 
dy Yi (qe) come + Vr (4); 0 ni Vie (qe) ai I Yr (Je)» 
(9) 
0? , ' . , I | 
0 y Vr (q.) = —— FE (qe); 0 y” Wr (qe) sean, (4c). 





Unter Benutzung von (9) erhalten wir 


ee a ee 2 av"(n@ 
vi (ae) | (2 sto—-at+5 : )v' 9) —< y (7, P) 


ar r Or rdgq re Op 


— (E—Ei—a(r) —V (n)) y'(r, ®)| 
oy ee oe eS on 
MO sa + 5 at + it ow 


2 Ay'(r,g) . 8x 
4 bs 0 ¥ 9) i on a lu —_-(F - -E; Loy er (r )) yp" (r, 0) | —(Q (10) 
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7 ° . > se* I 
(10) kann nur dann erfillt sem, wenn die Koeffizienten von y, (q,) und 


8 . . 
yw. (Fe) einzeln verschwinden. 


Ks bleibt noch, die Abhangigkeit von £7, o (r) und V (r) von r explizit 
anzugeben. Unter Beschrankung auf harmonische Krafte und wegen der 
Gleichgewichtsbedingung (Verschwinden der ersten Ableitung des Potentials 


in der Ruhelage) kann man fir 
BE. + V (r) = ar (11) 


schreiben. Die r-Abhangigkeit des Wechselwirkungsgliedes o (r) wird mit 
Hilfe der Stérungsrechnung gewonnen: Das Potential der Elektronen im 
Kernfelde im ungestérten Zustande, wo die Kerne auf der Molekiilachse 
ruhen, unterscheidet sich von dem Potential, wo der mittlere Kern infolge 
der Knickschwingung aus der Ruhelage entfernt ist. Die Differenz dieser 
beiden Potentiale bewirkt die Stérung und die Aufspaltung. Man beschreibt 
dieses Differenzpotential’) dadurch, da{ man die positive Ladung des 
Kernes in der stabfOrmigen Anordnung durch eine ebenso grobe negative 
Ladung neutralisiert und in der aus der Ruhelage verschobenen Konfi- 
guration eine gleiche positive Ladung anbringt. Diese Methode lauft auf 
die Beschreibung der Stérung durch das Potential eines elektrischen Dipols 
hinaus, dessen variables Moment e-r, d.h. gleich dem Produkt aus 
dem Ausschlag des mittleren Kernes und der (fiir die 4uberen Elektronen 
effektiven) Kernladung e ist. Dieses Dipolpotential besitzt, wenn wir 


zundchst an das ,,erste’’ Elektron (mit 


y I] a ~ dem Abstand o vom Dipol und dem 
Azimut #?) denken, den Wert 

. ie he a (12) 
nm | ° 72.4 € 

72.4 Die folgende Rechnung lat sich natiir- 

y Wa Ya lich analog auf die anderen Elektronen 

V2 a 424 bertragen. Wir stellen mit den beiden 

Vy a entarteten ungestérten Elektronenfunk- 

? MY a tionen (1) die Stérungsenergiematrix 


beziiglich (12) auf. Dabei beschranken 
wir uns auf eine einfach unendliche Folge von Zusténden, in denen 
A die Werte 0, 1, +2, ... durehlauft. Die Aufstellung der voll- 


1) Vol. G. Herzberg u. E. Teller, lc. S. 426. 








Bi i 
meets © 
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stindigen Stérungsmatrix wiirde an den zu ziehenden qualitativen Schliissen 
nichts andern. Sie besitzt!) die obenstehende Form mit 

2% 

a=e-r- F-s cos? bd. 

0 
In Fist dabei die Integration iiber die Klektronenkoordinaten q, enthalten. 
Auber den beiden Nebendiagonalen, deren Glieder alle gleich sind, und den 
beiden Elementen a in der ersten Zeile baw. Spalte verschwinden alle 
Elemente; insbesondere diejenigen, welche sich in den der Diagonale entlang 
selegenen Quadraten befinden. Das bedeutet, dab fiir alle Terme die St6érung 
erster Ordnung verschwindet. Eine Beeinflussung tritt erst in zweiter 
Naéherung ein. Sie bewirkt infolge der erwaihnten unsymmetrisch gelegenen 
Elemente a eine Aufspaltung des [1-Terms, wahrend sie bei den A-, ®- usw. 
Termen nur eine gemeinsame gleich grobe Verschiebung der beiden ent- 
arteten Terme zur Folge hat: denn wegen des sonst symmetrischen Aufbaues 
der Matrix wirkt die Stérung durch Nachbarterme auf beide entartete 
Terme in gleicher Weise ein. Erst in héherer Naherung findet hier durch 
den mittelbaren EKinflufi des aufgespaltenen //-Terms eine Aufspaltung 
statt. Da die zweite Naherung und damit die Aufspaltung des //-Terms 


quadratisch von r abhangt, kénnen wir schreiben: 
o(r) = ao @"*. (13) 


Der Proportionalitatsfaktor o, der von F abhingt, und der das Mafi fiir 
die Kopplung zwischen Elektronen- und Knickschwingungsbewequng darstellt, 
ist im Prinzip aus der Stérungsrechnung bestimmbar, bleibt aber hier 
praktisch unbekannt, da wir die von q, abhaingigen Elektronenfunktionen, 
die in F eingehen, nicht kennen. o wird also in unserer Rechnung die Rolle 
eines Parameters spielen, der wegen seiner Abhdngigkeit vom speziellen 
Bau der Elektronenhiille bei verschiedenen Molekiilen des CO,-Typs und 
auch bei verschiedenen Elektronenzustanden desselben Molekiils verschieden 
sein wird. Die Stérung wird besonders grof werden, wenn der //-Term 
nahe bei einem 2-Term liegt... Die Aufspaltung der A- bzw. ®- usw. Terme 
wiirde proportional mit r4 bzw. r® usw. gehen. Da wir uns aber mit (11) 
schon auf einen harmonischen Kraftansatz beschrinkt haben, hat es nur 
einen Sinn, den EinfluB der Stérung und Aufspaltung bei //-Termen zu 
behandeln: wir werden die héheren Terme daher von unserer Betrachtung 


aussehlieBen. 


1) Die freigelassenen Klemente sind 0. 








LSO Rh. Renner, 


Setzen wir (11) und (18) in die beiden aus (10) folgenden gekoppelten 
Differentialgleichungen ein, so erhalten wir die folgenden beiden Gleichungen 
oe . , —" . ‘ . 3 ‘ Il : 7 
fiir die beiden Knickschwingungsfunktionen wy (r, m) und yw (r, gm) mit 


dem zugehérigen Eigenwert E 





o* lé@ 1 ¢ 2 Oy" (r, 7) 
07 r 07 r OQ, ? Og 
y' (r, @) ta . 
me oh a. ) a om (E — (a + @) r) y' (r, P) Q, (14a) 
is - 


2 Ay'(r,¢) 


\y'(.9) + 


( Oo~ 
Or? ' +r Or' r OQ r ag 


— + —— (FE — (a—o)r’)p"(r,9) = 90. (14b 
' )r)y MF) 


Sie bilden die Grundlage fiir unsere weiteren Rechnungen. 

Man kann die beiden Funktionen y' und y" als die Komponenten 
eines zweidimensionalen Vektors Y auffassen. Das Produkt von zwei 
yp" = yp" : pion 

solechen Vektoren YW’ = | a) bzw. WY = ( * besitzt die Form 


y= Jory * +) yr ye 


* 


yw Ys’ * 


Dann kann man mit Hilfe von (14) beweisen, dab Vektoren, die zu ver- 
schiedenen Eigenwerten von (14) gehéren, zueinander orthogonal sind. 


Definieren wir die beiden Operatoren 


O ( . w (15a) 


1 
—l1 0 
5 | 
@ r 1): ai 


sayy" 
die auf den Vektor WY = 14 (Matrixmultiplikation) wirken sollen, so 
Y 


lassen sich die beiden Gleichungen (14) in der folgenden Operatorengleichung 


zusammentassen 


07 10 1 ( 0 2 


~——-O) | V(r, 9) +2? [E-(a—0Q)?"] Y(r, p) =0, (16) 


i 
_-_— 





be ror PF 
dabei bedeutet x? Sau h?. 

§3. Lésung der Knickschwingungsgleichungen im nullter Ndherung 
und Aufstellung der Stérungsenerqiematrixz. Unsere Hauptaufgabe besteht 
nun darin, aus (14) die Knickschwingungsterme F des stabférmigen Molekiils 


als Funktion der Wechselwirkung o zwischen Elektronen- und Schwingungs- 


bewegung zu berechnen, wenn der Elektronenzustand ein //-Term ist. 
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Wir vernachlissigen in nullter Naherung das Stérungsglied or? und lésen 
to) 2 a hee 


das Gleichungssystem (Index 0) 
. (0) 


ie 1 oO 1 oO? (0) 20 yr" » 69) | 9 \ ) - 
({—_ + —~ 4 — — yy! — =~, 4. 42( ———s -O9* \y' 0, (17a) 
Or  rdr #£Pdq* r> Og | a : 
(0) 
2 180 18 \o, 2dy .” 1 \0) r 
( ” + a, + i 6 9 ) W * + mee / +- x (4 ‘ : 7) » . - o re) uy’ 2. 0) (17 b) 
Or? ror Prog’, r? Op a te 


und beriicksichtigen dann das Kopplungsglied or? mit Hilfe der Stérungs- 


(0) 
(O)y (Ory 


rechnung. Die Lésungen py (r, gm) und yp (r, gy) und der Eigenwert 1 
von (17) lassen sich sofort angeben, da (17) sich auf die Schrédingersche 
Gleichung fiir den zweidimensionalen, harmonischen Oszillator zuriick- 
fiihren lassen mub. In der Tat erhalten wir mit dem Ansatz (Index 1) 


(0) 


wi (r, p) = et Dr, p) (18a) 

U(r, gy) = — ier D(r, 9), (18) 
bzw. (Index 2) 

wi (1,9) = eV O(r, 9) 9a) 

U(r, g) = ie D(x, 9), (19) 


fir die Funktion @ (r, ~) die Gleichung des zweidimensionalen Oszillators 
2 ; 2 () 
‘il a bs ba a : E. )® + x? (E —ar’)® = 0. (20) 
Or r Or Prog 
Da (18) und (19) linear unabhangige Funktionen darstellen, ist der zu- 
gehorige Eigenwert zunachst zweifach entartet. Hierzu kommt eine weitere 
Entartung beziiglich des Drehimpulses um die Molekilachse. Um diese zu 


erkennen, lésen wir (20). Der Ansatz 


P(r, y~) = ™’- Rr), (21) 
wobei m= 0, +1, 4+ 2, ... die Bedeutung des Drehimpulses (in Ein- 


heiten h/22) um die Molekiilachse hat, gibt fiir den Radialanteil Ff (r) 
die Differentialgleichung 
@R 1daR mm a 
-+— ———R+x#'(E—ar’)R = 0. 22 
dr? r dr a auch, ) (22) 


Thre Lésungen kann man nach der Polynommethode finden. 


N—m 
Ry m(r) = em 2% Ver? pm Se, 2", (28) 
7 =3 © 


wobei die Koeffizienten ¢, aus einer zweigliedrigen Rekursionsformel 


zu bestimmen sind. m ist der Bedingung unterworfen |m| <= N. Die Potenz- 


reihe enthalt entweder nur gerade oder ungerade Potenzen von r. Das 
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(0) 
wichtige Resultat ist, dab der Eigenwert / nur von N, aber nicht von m 
abhangt?). 


(0) 

Ey hy (N + 1). (24) 
2 

y }a ist die Frequenz der Knickschwingung. 
Pe 

Mit (18), (19) und (23) lauten dann die zu (24) gehérenden Knickschwingungs- 


funktionen 
(0) 


(0) oe —a + 1) ae ‘y 
Wy | 1Nm i sais ae Nm (Tr) (D5 
1\Vm (0) ‘ ve 
0) 
it ail a ‘yy 
Vina -— deen ays Ry m (r) 
(0), ‘ 1) ) 
(0) yl ( . 
us WVoNm tg Pe Ry m (r) ” 
Pw (ast 
2Nm asthed 
(Oo) 
II er > ° 
Ee Nim 73° ™ Dy. Ry m (r) 


Es erweist sich als vorteilhaft, noch eine Anderung in der Bezeichnung 
vorzunehmen, indem wir fiir die in den Exponenten vorkommenden Fak- 
toren m+ 1 und m—1 den Buchstaben .W setzen wollen; d.h. ist 

(0) 
m -+- 1 oder m — 1, je nachdem, ob in ¥; ,,, der Index 1 den Wert 1 oder 2 
(0) 
besitzt. Wegen der Bedingung |m) <= N nehmen die Exponenten in Y,, y 
(0) 

die Zahlenwerte N + 1 bis —N +1, in Y,.y die Zahlenwerte N — 1 
bis —-N —1 an. Wir erreichen durch diese Bezeichnung, dab in den fol- 
genden Stérungsenergiematrizen nur Elemente vorkommen, die in .W 
diagonal sind. Die Zahlenwerte von M unterscheiden sich vom Kerndreh- 
impuls mum + 1 bzw. — 1 und stellen den Gesamtdrehimpuls des Molekiils 
be ziiglich seiner Achse dar. 

Mit Hilfe der Funktionen (25) unter Einfiihrung der neuen Quanten- 
zahl M stellen wir die Stérungsenergiematrixelemente P beziiglich des 
Kopplungsgliedes —-Qor® auf; dabei bewahrt sich die Schreibweise (16). 
Die Elemente lauten, wenn wir fiir den Ausgangszustand ungestrichene 


und fiir den Endzustand gestrichene Quantenzahlen verwenden: 


s 27 (0) (0) 
Py'y — ox" | | YivvQr? Pix wrdrdgy 
M M' 00 
Y 9 7 ( 
of f 9 (/; ee ”? Oise oF 
oo | Pvt ya Uw — Uy: Uy ey) rdrdg, (26) 





') (24) stellt die Energieniveaus eines zweidimensionalen Oszillators mit 


der Frequenz v dar, wobei N = n, + n, gleich der Summe der Quantenzahlen 
der Einzeloszillatoren und 1 '/, + 1/, die Summe der Nullpunktsenergien 


(in hv-Einheiten) bedeuten. 





Bator ee eee 
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7 2 T (Q) (0) 
” 9 
Py [oo x? | | 7 NM 0) . of nur dr d yp 
M M' 0 0 
oF ill ( 
Pe Pp (0 (0) ()) (0) 
ap? 2 I rT i! Il * . > ; ‘OT 
= Ox | \ 9 (w, NM* Won w — Vin’ ws y') rdrdq (27) 
) 


° . | 22 21 . 
und analog lauten die Elemente Py'yy und Py». Die Ausrechnung 
MM’ MM’ 
mit den in (25) neu angefiihrten Quantenzahlen ergibt, dal nur wenige 


Elemente von Null verschieden sind. Es sind: 


Py'y: = 0, (28a) 
M M' 
MM’ 
Py = 4 MLA Ox: | y? Ry y Ry wy’ d r, (98 ¢) 
MM’ 
0 
Py = 4207 (r? Ry y Ry y dr. (28 d) 
MM' : 


0 


Dabei mul fiir die nicht verschwindenden Glieder der Zahlenwert von W/ 
gleich dem von M’ sein. (28) besagt, dab nur solche Zustdnde sich stéren, 
die den gleichen Gesamtdrehimpuls haben, und deren Kerndrehimpulse 
sich um 2 unterscheiden. Die wichtige Tatsache, dab die Stérungsmatrix (28) 
nach dem Gesamtdrehimpuls in irreduzible Bestandteile zerfallt, gestattet 
uns die Stérungsrechnung, fiir jeden Wert von M = 0, +1, =- 2, 

gesondert zu behandeln. Es bleibt nun noch zur numerischen Bestimmung 
von (28) die Auswertung der von r abhangigen Integrale und die Ableitung 
der Auswahlregeln fiir N zu erledigen. Dies lauft auf eine Berechnung der 
Matrixelemente von 1 bei einem zweidimensionalen Oszillator heraus, 
was einfach durch Quadrieren der Matrix fiir r geschehen kann. Als 
Auswahlregeln fiir N ergeben sich: N’ = N, N +2. Die von Null ver- 


schiedenen Matrixelemente werden: 





Py =}tehvV(N+M+1)(N—M++)), (29 a) 
Pu, = }ehvV(N—M+1)(N+M++1), (29b) 
Pia —tehIW FMF HWFM—H, ee 
PRy -iehvo¥WOMGDWOMOD, (94) 
Pas =tehy\WoMFDWOMTH, —B) 
PUvis—ehoVNTMEDWEMTH, eo 
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Wir haben darin die Abkiirzung ¢ = o/a elinge 


9 


. 7 
am uve 


Verhiltnis der Wechselwirkungsenergie zum Kernpotential, und » 


ungestérte Frequenz der Knickschwingung. 


fiihrt, € 


ist 





das 


die 


Wir geben die Stérungsenergiematrizen fiir jeden Wert des Gesamt- 


Fiir den Fall, dab M 


drehimpulses 7 gesondert an. 


Matnx 
> 2S 0 Pi 
»21 21 
Ps: 0 P,: 0 
0 P2? 6 Pp + 
00 Ov 00 
P et eS. st Py «C6 
. 00 00 00 
Oo Ps; O Pu 
O00 00 
Py; 0 P, _ 0) 
= L.-T OSE PEG 
I HAA M it 





Die Matrizen, die den positiven Werten des Gesamtdrehimpulses (M/ 


entsprechen, lauten 


21 
0 I Se 0 
MoM 
ss si : narrowest 
re M-1 0 Pet M+1: 0 Pes M+3 
i” a. 4 7. 2 
p21 223 
0 Fuse tes 0 fee oe 0 
Py M M MoM 
0 12 12 : 
I M+3 M+1 0 Pats 83 M+3: 
MoM MM :/7f 
21 21 a 
i M+3 M+1 0 Pn +3 M+3 0 
MM i LS ee 
J / A 





Die niedrigsten Schwingungsquantenzahlen N 





- 0 ist, lautet die 


(30) 





0) 


(31 a) 


(mittlerer Index an P), 


die fiir einen festen Wert von M vorkommen kénnen, sind (wegen | m| =< N) 
In aihnlicher Weise erhalt man fiir den Fall / - 


M —1 bzw. M + 1. 


0 
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D123 
0 0 f M-1 M+1 
-M —-HM 
0 0 P+ M41 0 Pry Mas | 
-M -M -M -M 
21 221 ( 21 
. Pt. M-1: Piss M+1 ) Pi. M+ 0 ; 
| a M -M : M -M -M -M (31 b) 
212 212 
0 I M+3 M+1 0 i M+3 M+3: 
-M -M: +> 
21 221 J 
Fee 4s 0 Pires M+3 0 , 
-M -M M -M 
fof hf Pied 





Die drei Matrizen (30), (81a) und (81b) unterscheiden sich voneinander 
nur im Bau des linken oberen Bestandteils. Alle freigelassenen Elemente 
sind Null. Wie die punktierten Linien andeuten, lassen sich die unendlichen 
Matrizen (30) und (31) aus quadratischen, zweireihigen Untermatrizen 
aufbauen; die entsprechenden Zustinde sind je zwei in nullter Naiherung 


entartete Terme der Knickschwingung. 


$4. Berechnung der Knickschwinqungsterme als Funktion der Wechsel- 
wirkung und die Auswalhlregeln. Wir wenden uns nun unserer Hauptaufgabe, 
der Berechnung der Knickschwingungsterme in Abhangigkeit von der 
Wechselwirkung ¢ = o/a, zu. Es handelt sich jetzt darum, durch Ausiibung 
einer kanonischen Transformation S auf die St6rungsenergiematrizen (30) 
und (31) ihre Eigenwerte, die die Korrektionen zu den Eigenwerten nullter 
Naherung (24) darstellen, aufzufinden (Hauptachsentransformation). 
Wahrend fiir kleine Werte von é (bis etwa 0,4) eine Stérungsrechnung bis 
zur zweiten Naherung in ¢ geniigt, bringt uns fiir grébere Werte von «e 


ein numerisches Verfahren zum Ziel. 


Indessen ist es nicht ndtig, dieses Verfahren auf den Fall MW = 0, 
d.h. auf (80) anzuwenden, da es mdglich ist, hier eine exakte Lésung des 
Differentialgleichungssystems (14) zu finden. Wir erkennen naémlich aus (25), 
daB in diesem Fall die Funktionen y' und y" von @ nicht abhingen und 
daher die Kopplungsglieder 0 y'/0g und 0y' /0@ verschwinden, so dab 
zwei ungekoppelte Wellengleichungen entstehen. Jede dieser Gleichungen 
stellt die Bewegung eines Oszillators dar; die erste mit der potentiellen 
Energie (« + 0) r?, die zweite mit (« —o) r?. Analog (24) erhalt man fiir die 


beiden Energieterme, die durch den Index + bzw. — gekennzeichnet sind, 


2) 


zx 


+ | Sees a ‘iimiaiaiaie 
By y= VatoN+1)=— “Vl faa (N +1) =hy Vl +e(N +1). (2) 
. f (—) (—) -) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 92. 13 
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Ky, und £y , sind die beiden Knickschwingungsterme, in die der ur- 
(0) 
spriingliche Wert 7, unter Bericksichtigung der Wechselwirkung auf- 
spaltet. Der Index 0 deutet dabei an, dai der Gesamtdrehimpuls MW in 
diesem Falle verschwindet. Die zu den beiden Energiewerten (32) gehérenden 
Kigenfunktionen unterscheiden sich beziiglich ihres Verhaltens gegeniiber 
Spiegelungen an einer Ebene durch die Molekiilachse, indem die eine bei 
dieser Symmetrieoperation ihr Vorzeichen beibehalt, wihrend es die andere 


andert. Dieses Verhalten 


















10 es 
entspricht genau dem 

9 Lxakle Werte me 1 yp 
i=3 ——— Zweite Naherung der 2 - und 2--Tl'erme 





bel zweiatomigen Mole- 
kiilen. Die ausgezogenen 
Kurven der Fig. 1 geben 
die beiden aufgespalte- 
nen Schwingungsniveaus 
EO hy als Funktion 
N, 0 

von é€ im __ Intervall 
0 <= e<1 wieder"): die 
verschiedenen  Kurven- 


paare (in der Figur mit 





i bezeichnet) entsprechen 
0 Gf G2 G3 Q4 Q5 G6 G7 G8 G9 0 denSchwingungsquanten- 





— >eF E 

zahlen N = 0, 1, 2, 

Fig. 1. , . i 
— - - Beide Kurven beginnen 

Knickschwingungsstruktur des //-Termes fiir den f 

Gesamtdrehimpuls M = 0 fiir den Fall verschwin- 
als Funktion der Wechselwirkung «. dender Kopplung bei 
- den entarteten Niveaus 
Ey/hy = N+ 1. Die Kurven Fy , gehen bei ¢ = 1 (Kernpotential = 


Wechselwirkung) fiir alle Werte von N gegen Null und besitzen fiir ¢ > 1 
keine diskreten Lésungen mehr, wahrend die Kurven Ey , fiir alle Werte 
von ¢ parabolisch ansteigen. Das wesentliche Resultat ist, dab die den 
beiden Termsystemen entsprechenden Energiekurven fir den Gesamt- 
drehimpuls 0 sich schneiden, d.h. dab eine gegenseitige Beeinflussung 


von By ,- und Fy ,-Termen nicht stattfindet. Der Grund hierfiir ist, 


‘) Die Frequenz y» der ungestérten Schwingung ist natiirlich im Rahmen 
dieser Arbeit nicht zu berechnen, daher tragen wir die dimensionslose GréBe L/h 


als Funktion von e auf. 





Airmkie nic", 


DRT TAL tats 


Aey*: 
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Fs daB, wie bereits oben erwahnt wurde, die zu Hy , und Ly , gehdrigen 

Kigenfunktionen verschiedene Symmetrieeigenschaften haben). 

‘4 Dieser Sachverhalt andert sich fiir den Fall, dali der Gesamtdrehimpuls 
von Null versehieden ist. Es tritt hier kein Zerfallen in zwei unabhangige 
‘'ermsysteme ein, da keine Symmetrieeigenschaft vorhanden ist, die dies 

is fordern kénnte. 


Wir lésen (31) zunachst fiir kleine ¢€ durch Stoérungsrechnung. Wir 
erhalten die Energiestérungen erster Ordnung in ¢, indem wir die kleinen 
zWweirelhigen (umrahmten) Matrizen in der Diagonale von (31) auf Haupt- 
achsen transformieren; die so erhaltenen Diagonalglieder stellen die Energie- 


korrektionen erster Ordnung zu den vorher entarteten Schwingungsniveaus 
ca (0) 


iy dar. Die Aufspaltung der Matrizen P (81) geschieht durch die 


kanonische ‘l'ransformation S-! PS mit Hilfe der unitéren Matrix 








| 0 0 0 0 
| | 

0 — — 0 i) 
2 y2 
I I 

Q —— — 0 0 
y) y) 

. } $2 ' ' (33 a) 

0 0 0 —- 

y2 ye 

l I 

0 0 0 —— = 

y= 


l 0 0 0 0 
I | 

0) —= -— —= 0 0 
2 = 
l I 

0 — _—= Q 0 
9” ” 

g-1 y2 \2 | | (33 b) 

0 0 Q — —o 

2 «2 

l I 

0 0 0 — 
y2 2 








') Nach F. Hund, ZS. f. Phys. 40, 742, 1927 und J.v. Neumann u. 
Kk. Wigner, Phys. ZS. 30, 467, 1929 diirfen keine Uberkreuzungen von Termen 
vorkommen; es sei denn, da wie oben eine Symmetrieeigenschaft dies fordert. 


13* 
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Unter Zugrundelegung der Werte (29) erhalten wir fiir die beiden auf- 
(1) (1) 
vespaltenen Energiekorrektionen erster Ordnung H~- und E' 


(1) 


(—) ff erk: ow 
Ly 4 + 2é—1, <7 = Py +2i—1,M+2i-—1 = + h veyi (1 + M). (35) 
(—) 


) tM +M 

In (35) gibt der erste Index (M+ 27-1) die Schwingungsquantenzahl 
und der zweite Index M > 0 den Gesamtdrehimpuls an; dabei ist die 
Laufzahl fiir die Schwingungsniveaus 1 = 0,1,2,... Fir i = 0 verschwindet 
die Stérung erster Ordnung. Wahrend die Stérung erster Ordnung im all- 
vemeinen ein Aufspalten der Energieterme in EH” und FE’ herbeifiihrt, 
besitzt die St6rung zweiter Ordnung in ¢ fiir beide Falle sowohl den gleichen 
Betrag els auch das gleiche Vorzeichen. Allgemein gilt fiir sie 
(9) 4 
Ey 2i—1,+M 

| 


(0) (()) 
y a] 
4 (Lf y,9; a Eyssi- 3) 
I 


(0) (0) 


t (ys 93-1 — Ea iss) 


5 13 21\2 21 1 2) 
[(PP?+ P*") i404: M+2i 1+(P?1— P!*)ipsoi—3, w+ ot—1] 
OM M a, M 


12 21 212 21) 86 
[(P +P?! ) 4 2i-1. mesisit(L +P* )ieeae-1, M+2t4 1. (36) 
-M + M =z =a 


(0) 
Mit Ey 


Potenzen 


-9j—-, = hv(M +212) wird daraus nach <Ausquadrieren der 


(2) + 
Ey +2i—1,4¢ = re {{(P2*)? + (P?")"Iir 4 9i—3, wt 2s—1 
LY fa ta 
— ((P**)* + (PP) I +. oi—1,M+e2iti}- (87) 
M tM 


Setzen wir in (37) den Wert der Matrixelemente nach (29) ein, so erhalten 
wir nach Durehfiihrung einer klemen Rechnung das Resultat 
po + 
Re Lei-1tm = — thve(M + 22). (38) 
(38) besitzt Giltigkeit fiir alle Werte von 1 = 1, 2, ...; der Fall 
bildet eine Ausnahme; fiir ihn gilt 
(2) + 1 
BY sw = ——(P)h_ay = —thve@M(M41). (888) 


hv tM +M 
Aus (85) und (88) setzt sich der Gesamteigenwert zusammen. Man hat 
fir 1+ 0 
oo 
ES. oi 41,+ y= ho[M +244 eVi(i + M)—1e9(2i+ M)];i=1,2.... (89) 


=? 
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bzw. fiir 7 =- 0, wo keine Aufspaltung stattfindet: 


Ey—3,+4 =h»[M—j{eM(M +1). wna) 


—_~ J, 


Fiir einen festen Wert von M wiirde man nach (89) analoge Kurven fiir die 
verschiedenen i-Werte erhalten wie in Fig. 1. Auch hier wiirde in dieser 
Naiherung ein Zerfallen und Schneiden entsprechend den beiden aufgespal- 
tenen Termsystemen von Fig. 1 eintreten; dabei wiirden die H--Zweige 
fir e¢<0 1 oberhalb der 





6 ————-—— —— _ — — 
i=¢ 


dem Energiewert Null ent- 
rn 





Lxakfe Werte | 
——— Zweite Noherung, sprechenden Abszissenachse 





bleiben (vgl. die gestrichelten 


Kurventeile in Fig. 2). 


Um die Energiekurven 


fiir mabig hohe Werte von ¢ 
| gu korrigieren und um sie 


| besonders fiir grébere Werte 


i 1 = ws von € zu untersuchen, in 
| denen (39) seine Giiltigkeit 
“ | "NT |sverliert, wenden wir ein 
2 numerisches Verfahren an. 





| | Dieses wird uns auch Auf- 
0 Gf G2 G3 GY O05 06 07 08 9 4 


— > F 








schlub dariiber geben, wie 


Fig. 2. Kniekschwingungsstruktur des /-Termes sich die Zweige t+ und 
fiir den Gesamtdrehimpuls | i 1 als Funktion dort verhalten. wo sie sich 
der Wechselwirkung « 

nach der Stérungsrechnung 

zweiter Naherung iiberkreuzen sollten. Es ist hier nur méglich, den Gedanken- 
gang und die Resultate des Verfahrens anzugeben: Es besteht darin, dab wir 
das zur Sakulargleichung der Stérungsenergiematrix (31) gehérige lineare 
Gleichungssystem unter Einsetzung der numerischen Werte fiir die Matrix- 
elemente P aufstellen. Entsprechend dem Zerfallen der Energiematrix 
erhalten wir fiir jeden Wert des Gesamtdrehimpulses / ein gesondertes 
unendliches lineares Gleichungssystem. Die Lésung dieses Systems geschieht 
in der Weise, daf wir die zugehérigen Eigenwerte und Eigenvektoren, 
ausgehend von den schon erhaltenen Naherungen, so wahlen, dab sie das 
Gleichungssystem mdglichst gut erfiillen. Dabei tritt ein vereinfachendes 
Moment ein, welches die Rechnung iiberhaupt erst erméglicht, namlich, 
dab es naiherungsweise geniigt, nur eine beschrankte Anzahl von linearen 


Gleichungen zu lésen. Der EinfluBb weiterer Gleichungen ist gering. Das 


Resultat der Rechnung ist. dai dort. wo in zweiter Naherung ein Uber- 
‘ GS 
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schneiden von zwei Energiekurven stattfinden wiirde, ein gegenseitiges 
Ausweichen eintritt. Dieser Sachverhalt ist in Ubereinstimmung mit den 
zitierten Uberlegungen von Hund, von Neumann und Wigner; denn 
es existiert fir M += 0 keine Symmetrieeigenschaft, die ein Uberkreuzen 
fordern wiirde. Ein weiteres Resultat ist, dai die den H--Zweigen ent- 
sprechenden Kurven fiir ¢ =: 1 gegen Null gehen. Dieser letzte Umstand, 
den wir ja auch von dem Falle M/ = 0 her kennen, labt sich iibrigens auch 
direkt an dem Differentialgleichungssystem (14) plausibel machen: Ver- 
20y', 


nachlassigen wir in (14b) das Kopplungsglied ), so entsteht eine zu 


r 


yr Og 
(17) analoge Gleichung, deren Eigenwerte in Analogie zu (32) lauten: 
2 
Eioi+1.¥M = ns Va—o({M? +1—M + 21+ 1). (40) 


Die Kigenwerte der Energie verschwinden also fiir o = «, und (40) gibt in 


der Umgebung o ~ & eine asymptotische Darstellung, der dem H--Zweige 


entsprechenden Energiekurve. 


Die so erhaltenen Kurven sind fiir .V/ | in Fig. 2 als Funktion der 
Wechselwirkung zwischen Elektronen- und Kernbewegung ¢ = 0/a% im 
Intervall 0O<= ¢ <= 1 aufgetragen. Die gestrichelten Teile an den Ausweich- 
stellen verdeutlichen den Verlauf der zweiten Naherung. Kin wesentlicher 
Punkt, den sowohl Fig. 1 als auch Fig. 2 wiedergeben, besteht darin, dab 
die Aufspaltungen fiir nicht zu kleine Wechselwirkungen durchaus von der 
gleichen GréBenordnung sind, wie die Differenzen der verschiedenen unauf- 
vespaltenen Schwingungsniveaus. Analoge Kurven wie in Fig. 2, bei denen 


ein Ausweichen der verschiedenen Zweige stattfindet, und deren H--Zweige 


fiir € 1 gegen Null gehen, erhalten wir auch fiir die weiteren Falle W/ | 2, 
»)> 
oO. 


Wir fiigen am Ende dieses Paragraphen noch eine kleine Bemerkung 
iiber den exakt behandelten Fall J = 0 ein, der uns als Hinweis auf die 
Giite unseres Approximationsverfahrens dienen kann; auch dieser Fall 
laBt sich mit Hilfe der Stérungsrechnung behandeln. Das wichtige Resultat 


dabei ist, daf nach der Hauptachsentransformation (wegen der Gleichheit 


'’ Das ist fiir den Fall o = « erlaubt, da (14b) dann die Bewegung in einem 
ganz flachen Potential (« — o,)7r?, (14a) aber in einem stark gekriimmten 
Potential (« + o) r? darstellt ; der Unterschied der zu (14a) bzw. (14b) gehérigen 
Kigenwerte ist dann grobB, so dab die gegenseitige Storung (Kopplungsglied 
Jy' dg) in (14b) weggelassen werden kann. 
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Pete = Pée) ein Zertallen der transformierten Matrizen in zwei Unter- 
00 00 
matrizen eintritt. Dieses entspricht dem Umstand, dab die beiden Term- 
systeme £* und E> sich nicht gegenseitig beeinflussen, sondern sich iiber- 
kreuzen. Das Ergebnis der Stérungsrechnung bis zur zweiten Naherung 
in e wird durch die gestrichelten Kurven in Fig. 1 wiedergegeben. Die Ab- 
weichung der exakten Werte von den durch die Stérungsrechnung 
gefundenen gibt ein Ma fiir die Giite der Naherung und labt den SchluB 
zu, dai diese fir H* auch in den Fallen M = +1, +2, ... im ganzen 
Intervall 0 <= ¢ <1 brauchbar sein wird, wahrend sie sich fiir #~ nur 
fir kleine ¢ bewahren wird. Dies ist auch durch das numerische Ver- 


fahren sichergestellt. 


Als letzter Punkt dieses Paragraphen bleibt noch die Besprechung 
der Auswahlregeln, die analog wie beim zweiatomigen Molekiil gefunden 
werden kénnen. Es kommen einerseits die |{-Uberginge (Komponente 
der Strahlung parallel zur Molekiilachse) mit 4A = 0 (1/7 —//-Ubergang) 
und andererseits die 1-Ubergiinge (Strahlung senkrecht zur Molekiilachse) 
mit | AA 1 (7 —- &- oder J] — A-Ubergang) in Frage. Man erkennt 
auf Grund der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen (25), dab die 
Auswahlregeln fiir den Gesamtdrehimpuls lauten: AAJ = 0, wenn es sich 
um einen // —//-Elektroneniibergang handelt, und | 4M! = 1, wenn der 
Elektroneniibergang von einem //- zu einem 2- oder zu einem A-Zustande 
fiihrt. Uber das Verhalten der Quantenzahl 7 lat sich fiir kleme Werte 
von ¢, wo insbesondere keine betrachtliche gegenseitige Beeinflussung der 
Termniveaus stattfindet, aussagen, daB die Auswahlregel | Ai| = 0, 2,4... 
Giltigkeit besitzt, wobei héhere | 47|-Werte mit immer geringerer Inten- 
sitiit auftreten!). Fir grofe Werte der Wechselwirkung geht die Bedeutung 
der Quantenzahl 7 iiberhaupt verloren, und auch diese Auswahlregel verliert 


ihren Sinn. 


§ 5. Diskussion. Leider liegt kein experimentelles Material vor, an 
dem wir direkt einen Vergleich unserer theoretischen Ergebnisse mit der 
Erfahrung vornehmen kénnten. Wire das der Fall, so miiBte man versuchen, 
die gemessene Schwingungsstruktur des Molekiils z. B. bei einem //—2- 
Ubergang der Elektronen unter Beriicksichtigung der Auswahlregeln in 
unser Schema der Fig. 1 oder 2 einzuordnen, indem darin ein passender 


Wert der Wechselwirkung ¢ aufgesucht werden miiBbte. 
< G_ 


~e: 


') Vel. G. Herzberg u. E. Teller, lL e., § 6. 
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Starke Serie Schwache Serie Unterschied der Glieder 
- — | — beider Serien 

v (em-1) 4yv(em-i) || 4y¥ (em-!) dviem~1l) | ‘em~1) 
91 870 92 330 160 

‘ 1190 1270 bs 
93 060 93 600 540 

_ 1190 1240 2 
94 2! . 948 7 59 
a 4 + | 1160 “+ a 1250 pe 
96 560 1150 97 330 1240 770 

1300 


| (98 630) 


Indessen hat Rathenau!) Absorptionsmessungen am CO, ausgefiihrt, 
und unter anderem die in der Tabelle angegebenen Serien gefunden. Eine 
direkte Zuordnung zu unserem Schema abt sich nicht mit Sicherheit 
vornehmen. Man kann aber mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, 
dai es sich bei der starken Serie um eine Anregung einer Folge totalsym- 
metrischer Schwingungen des //-Terms vom schwingungslosen Grundzustand 
des &-Terms aus handelt. Auch die zweite schwache Serie kénnte man 
einem Ubergang vom schwingungslosen Grundzustand des &-Terms in 
eine Folge totalsymmetrischer Schwingungen des //-Terms zuordnen, 
nur mit dem Unterschiede, dai dabei gleichzeitig eine Knickschwingung 
zweilfach (wegen der Auswahlregel) angeregt ist (1 = 2), die die Differenz 
gegen die erste Serie ergibt. Der kleine Wert der Differenz zwischen den 
Serien, der dem doppelten Betrage der Knickschwingung entsprechen 
sollte, erklart sich zwanglos aus unserer Theorie, wenn wir annehmen, 
dafi das untere 1 = 2-Knickschwingungsniveau durch die Wechselwirkung 
stark nach unten gedriickt ist. Es sei hier hinzugefiigt, dali auber diesen 
beiden Serien in dem angegebenen Gebiet noch weitere, zahllose, schwache 
Linien aufgenommen wurden, die jedoch bis jetzt nicht eingeordnet werden 


konnten. 


An dieser Stelle méchte ich meinem Lehrer, Herrn Prof. Dr. M. Born, 
fiir seine reiche, wissenschaftliche Férderung in Géttingen danken. Be- 
sonderen Dank schulde ich auch Herrn Dr. E. Teller fiir die Anregung 
zu dieser Arbeit und zahlreiche Diskussionen und Ratschlage bei ihrer 


Durehfiibrung. 


Gottingen, Institut fiir theoretische Physik der Universitat. 


1) G. Rathenau, ZS. f. Phys. 87, 32, 1933. 
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Chemische Fixierung auf Papier der von elektrischen 
Wellen gegebenen Abbildungen. 


Von W. Arkadiew in Moskau. 


Mit 11 Abbildungen. (Eingegangen am 26. September 1934.) 


Mittels vorliegender Methode kann man auf weifem Papier die Anwesenheit 
eines hochfrequenten elektrischen Feldes, oder auch die Spur von einfallenden 
oder durchgehenden elektromagnetischen Wellen fixieren, ohne sich dabei 
eines Galvanometers, Thermoelementes oder irgendeines mit Drihten  ver- 
sehenen Apparates zu bedienen. Die Methode besteht in der Anwendung einer 
Art Detektor in Form eines kurzen Kohirers, der mit Elektroden aus verschie- 
denen Metallen versehen ist. Der Kohiirer liegt auf einem Papierblatt und beriihrt 
es in zwei Punkten. Das Papier ist mit einem stromempfindlichen Indikator 
immprigniert, der seine Farbe infolge der nach dem Einfallen der Wellen auf den 
Detektor auftretenden Elektrolyse veriindert. Die Elektroden kénnen auch beide 
aus gleichem Metall hergestellt werden, dann ist es aber notwendig, durch das 
Papier den Strom einer besonderen Batterie hindurchzuschicken. Ordnet man 
auf einem Blatt Papier eine grobe Zahl solcher Detektoren an, jeder ungefaihr 
lem lang, so erhilt man auf dem Papier nach dem Einfallen der Wellen (,,Be- 
lichtung mit den Wellen*’) die Spur vom Einfallen oder Durchgehen der Strahlen 
in Form von farbigen Flecken. Diese Methode ersetzt in der Optik der Hertz- 
schen Wellen die Photographie im Gebiete des Lichtes. 


1. Die empfindliche chemische Platte und thre Anwendung. Zur Fixierung 
der Hochfrequenzfelder benutzt man ein mit einer 0,1- bis 1°%igen Lésung 
von Phenolphthalein in Alkohol impragniertes Schreibpapier, welches mit 
20° iger Natriumsulfatlésung angefeuchtet ist. Zum Verhindern des 
Trocknens kann man der Lésung noch Glycerin hinzufiigen. Das Papier 
legt man auf ein Haarsieb oder auf eine diinne Hartgummiplatte. Auf die 
Rainder des Papierblattes legt man zwei Messinglineale senkrecht zum 
elektrischen Vektor der Wellen (Randelektroden, Fig.1). Man verbindet 
sie hintereinander mit einem Rheostaten von 1000 Ohm Widerstand und 
einer Gleichstromquelle von ungefahr 100 Volt Spannung. Dabei betragt 
die Stromstirke in dem Papierblatt J = 20 bis 50 mA. 

Die Kohirer stellen etwa auf Radchen rollende Bran1|y- Réhrchen dar, 
deren Drehung das Schiitteln ersetzt. Sie bestehen aus Glasrédhrehen von 
ungefaihr 8 mm Lange mit einem Durehmesser von 38 mm (d, Fig. 1). Von 
beiden Enden der Réhre sind mittels Schellack kurze Messingelektroden 
in Form eines Nietes eingesetzt. Der Abstand zwischen den inneren Flachen 
der Niete betrigt ungefahr 2mm. Dieser Raum ist zur Halfte mit feinen, 


etwas oxydierten Messingspinen angefiillt. Die Achsen der Koharer miissen 


in der Richtung des elektrischen Vektors heven. 





aT 
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La6t man die Koharer iiber das Papier hin und her riicken, wahrend es 
vom Strom durehflossen wird, so erhalt man beim Betriebe des Vibrators 
auf dem Papier rote Flecken unter den Elektroden (Nietképfen) derjenigen 
Koharer, die an Stellen von geniigender Intensitat des elektrischen Feldes 
der Wellen liegen. Es ist klar, dab das Zentrum eines solechen Fleckes mit 
der Mitte des Koharers nicht zusammenfallt. Hat man viele Koharer, 
so ist es zweckmahig, sie in schrigen Reihen an einem auf einem leichten 
Rahmen angefertigten Fadennetz anzunihen. Bei seiner Verschiebung 


auf dem Papier verschieben sich alle Kohirer gleichzeitig. Um die Bildung 























a 


ibaa . Luh! 





Fig. 1. Verfahren des ,Photographierens* cines Vibrators. 
groBer Flecken an den Randelektroden zu vermeiden, ist es zweckmiabig, 
den Gleichstrom wahrend des Vorganges der Elektrographie zu kommu- 
tieren (Fig. 1). 

Will man genaue Abbildungen nicht geradliniger Felder erbalten, so 
ist es notwendig, die Wellen nur wahrend irgendeiner Richtung des Gleich- 
stroms zu senden. Um die Abnutzung des Vibrators oder einer anderen 
Quelle des hochfrequenten Feldes zu verringern, empfiehlt es sich, den ihn 
speisenden Wechselstrom nur fiir emige Sekunden zu Beginn jeder Schliebung 
des Gleichstroms einzuschalten, wozu ein besonderer. auf der Achse des 
Kommutators befindlicher Ausschalter dient (Fig. 1). 

Die Arbeit der Koharer hat unter den angegebenen Bedingungen 
folzende Eigentiimlichkeit. In den gewéhnlichen Schiittelvorrichtungen 
der alten Radioempfainger ist die Anwendung von Kohiarern héchster 
Empfindlichkeit méglich, deren Leitungsfaihigkeit an der Grenze liegt 


und erst nach einer Reihe von Schlagen der Schiittelvorrichtung ver- 
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schwindet. Der Koharer gibt das Signal und die Schiittelvorrichtung 
arbeitet so lange, bis ein labiler Zustand der Spaihne eintritt, der bei der 
schwachsten Einwirkung der elektrischen Schwingungen verschwindet. 
In den vorliegenden Bedingungen wahlen wir Koharer von gréberer Stabilitat, 
damit sie bei Abwesenheit von Schwingungen durchaus keine Flecken 
auf dem Papier geben. Hierdurch ist die Notwendigkeit, die Spaine zu 
oxydieren, bedingt. Der Anfangszustand soleher Koharer ist weit von 
emer Labilitéit entfernt und daher ist ihre Empfindlichkeit medriger als 
vewOhnlich. 

Trotzdem gelingt es, indem man Wellen von geringer Energie benutzt, 
Aufnahmen zu machen und Abbildungen einer Reihe von Objekten zu 
bekommen, ¢. B. eine ,,Photographie’ des Beugungsspektrums der elektro- 
magnetischen Wellen zu erhalten. 

2. Die Quellen der Wellen. Die Vibratoren mit Funkenerregung wurden 
in den nachstehend beschriebenen Versuchen in drei Arten verwendet. 
ln einem Fall bestand der Vibrator aus zwei Kegeln V (Fig. 1), die auf die 
Glashérnchen zweier Réhren aufgesetzt waren. Die Kegel hatten auf der 
Spitze abgerundete Képfe, mit denen sie an zwei diametral gegeniiber- 
liegenden Punkten in eine diinne, Aceton enthaltende Gummiréhre hinein- 
gesteckt waren!). Der zweite Typus stellt zwei, in einem Ebonitrahmen 
eingeschraubte Zylinder vor, die mit Sechellack an den Enden von zwei 
Glasréhren befestigt sind. Alles ist in einer dritten weiten Rohre mit Pe- 
troleum untergebracht?). Die dritte Art des Vibrators (nach Lebedew) 
bestand aus zwei Messingzylindern, die an den Enden von zwei Glasréhren 
auf der Achse eines parabolischen Spiegels befestigt waren. Der Vibrator 
und der Spiegel, die horizontal angeordnet wurden, waren in Petroleum 
getaucht. Die Strahlen gingen vertikal nach oben. 

Die beschriebenen Vibratoren erregten Wellen von 29 bis 100 mm Lange. 
Sie wurden von einem kleinen Tesla-Transformator mit Serienplatten- 
funkenstrecke im primaren Kreise gespeist, der in der Luft zwei strom- 
zufiihrende Funken von je 2 bis 4mm Lange gab. 

3. Die Aufnahmen. 1. In Fig. 1 ist das Verfahren der Aufnahme 
eines Hertzschen Dipols dargestellt. Ein konkaver Spiegel MW (Fig. 1) mit 
einem Kriimmungshalbmesser von 25em und einem Durchmesser von 
30 em projiziert den Vibrator V auf das Papier P. Das optische Justieren 
der Achsen und das Einstellen in den Brennpunkt wurde mit Hilfe des 


') W. Arkadiew, Journ. d. Russ. Phys.-Chem. Ges., Phys. Teil, 44, 
165, 1913; Ann. d. Phys. 58, 105, 1919. — #?) Journ. d. Russ. Phys.-Chem. 
Ges. 45, 46, 1913: Ann. d. Phys. 45, 133, 1914. 
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Lichtes der stromzufiihrenden Funken ausgefiihrt. Die Entfernung V DD 
vom Vibrator bis zu seiner Abbildung betrug 6 cm. 

Der Schirm / dient zum Schutz der empfindlichen Platte P vor der 
unmittelbaren Wirkung der Wellen. Die Lange des Vibrators betrug 12 mm, 
und seine Wellenlange ungetfaihr 4,5 em. Die von den ausgestrahlten Hertz- 
schen Wellen gegebene Abbildung des Vibrators ist in Fig. 2 durch die Flecken 
der Verdunklung des Papiers an den Beriithrungspunkten der reagierenden 
Detektoren angedeutet. 

Aus der Beugungstheorie folet, dal die Abbildung eines leuchtenden 
Punktes in der Brennebene eines astronomischen Fernrohres einen Kreis 
mit einer nach den Randern zu schnell abnehmenden Helligkeit darstellt, 
der von einem System von viel schwacheren Beugungsringen umgeben ist. 
Wir wollen den Halbmesser der Objektivéffnung mit r, seine Brennweite 
mit f und die Wellenlinge mit 4 bezeichnen. Wenn wir als Breite des 
Fleckes A den Durchmesser annehmen, an dessen Enden die Beleuchtung 
der Halfte der Beleuchtung im Zentrum gleich ist (//H, = 0,5), finden 
wir!), dab 

lel aL. 
Wir nehmen an, dal die Formel in der ersten Annaherung auch auf unseren 
Fall anwendbar ist. Diese Annahme fordert u. a., dafi die Empfind- 
lichkeitsschwelle der Platte L, = 0,5 E, ist (siehe 4.). Fir die Breite der 


Abbildung finden wir alsdann: 


A =1,4-4,5-% = 5,25em, 


was mit dem Versuch, Fig. 2, iibereinstimmt. 

2. In Fig. 3 ist ein vertikales Strahlenbiindel der von einem horizontalen 
Hertzschen Spiegel ausgehenden elektromagnetischen Wellen dargestellt. 
Die Strahlen werden von der empfindlichen Platte geschnitten, die sich 
von der Spiegelachse in der Entfernung von 14 em. befindet. 

Auf derselben Fig. 3 ist die hierbei erhaltene Aufnahme wiedergegeben. 
Wird auf dem Wege der Strahlen eine Paraffinlinse angebracht, so wird 
der Schnitt des Strahlenbiindels bedeutend schmaler (Fig. 4). 

8. In Fig. 5 ist die Versuchsanordnung zum Photographieren der 
Beugungsspektren dargestellt. Uber der Linse wurde ein Beugungsgitter 


angeordnet, das aus Metallstreifen von 25 mm Breite bestand; die Streifen 


1) F. Neumann, Vorlesungen iiber Optik, 8.89; N. M. Kislow, Theorie 
der optischen Instrumente, $8. 53. Moskau 1915. 
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befanden sich in emer Entfernung von 25 mm voneinander. In Fig. 5 sind 
die hherbei crhaltenen Punkte abgebildet, die ein Spektrum nullter Ordnung 
und zwei Spektren erster Ordnung darstellen. Durch die erhaltenen 
Punkte wurden gerade Linien gezogen: infolge einer solchen Strichelung 


treten die Spektren der 


verschiedenen Ordnungen ’ 
: ee % 7 
deutheh  hervor und . 
- 2 
e . ° 
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Fig. 2. Beugungsabbildung Fig. 3.  Beleuchtung* der empfindlichen chemischen 
eines Vibrators. Platte mit den Strahlen eines Hertzschen Spiegels. 
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Fig. 5. Fraunhofersche Spektren 


Fig. 4. Die Verengung der 
von einem Beugungsgitter. 


Strahlen mit einer Paraffinlinse. 


Die Entfernung 20 zwischen den Mitten des rechten und des linken 
Spektrums betrigt 25 em, die Entfernung d vom Gitter bis zur empfind- 
hichen Platte 17,5 em; die Periode des Gitters a = 5,0 em. 


) 
\@? + 0° 


Da 4 a Sin o a 


so erhalten wir A 2.9 em. 
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Fir das Verhiltnis der Wellenlange zur Vibratorlinge | = 7 mm bekommen 
wir in diesem Falle 4/1 = 4,1. Der in der Luft befindliche Vibrator hat bei 
so kurzen Wellen?) das Verhaltnis 4/1 ungefaéhr = 3. Im gegebenen Falle 
ist er in Petroleum getaucht (e = 2) und daher ist das Verhaltnis 3 y2 ~™~ 4,1. 

4. Die folgenden drei Aufnahmen stellen den Schatten eines 27,5 mm 
breiten eisernen Streifens, der unmittelbar unter der Ebonitplatte des 


empfindlichen Schirmes befestigt ist, dar. In Fig. 6 ist der Schatten eines 
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e ** 
rs o 
e . 
- o 
® «s - 
+ 
es ee 
oe 
* 
. 7 
e . 
ee 
- . 
. 
Fig. 9. Schatten eines Schliissels. Fig. 10. Schatten eines Glasrohrs. 


Streifens dargestellt, der parallel dem elektrischen Vektor der aus einem 
horizontalen Hertzschen Spiegel ausgehenden Wellen lag (vgl. Fig. 3). 
Wie wir sehen, hat der Schatten hierbei eine Breite von 30 mm. 

In Fig. 7 und 8 stand der elektrische Vektor senkrecht zur Achse des 
Streifens. Hierbei wurde Fig. 7 mittels Detektoren von 13 mm Linge er- 
halten, wahrend in Fig. 8 die Detektoren eine Lange von 8 mm hatten. 

') W. Arkadiew, Journ. d. Russ. Phys.-Chem. Ges., Phys. Teil, 44, 165, 


1912; Ann. d. Phys. 58, 105, 1919, Tafel 1. Vgl. auch E. F. Nichols u. T. D. 
Tear, Phys. Rev. (2) 21, 587, 1923. 
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Hierdurch wird ein feineres Bild bedingt, und es wurde daher eine Breite 
des Wellenschattens erhalten, die der GréBe des geometrischen Schattens 
naher kam. 

5. Der Schatten emer von unten an das Ebonit angeklebten Miinze 
von 33 mm Durchmesser war sehr schwach. Starker wirkt ein Schliissel, 
52 mm lang (Fig. 9). 

6. In Fig. 10 ist der Schatten von einer U-fOrmigen, mit Wasser 
gefiillten Glasréhre, die an die Riickseite des empfindlichen Schirmes 
angelegt war, dargestellt; die Entfernung 
von der Quelle betrug 10 em. In der 
Figur ist die Richtung des elektrischen 
Vektors EL der Wellen angegeben. 

7. In Fig. 11 ist der Schatten einer 
menschlichen Hand, die sich unter der 
empfindlichen Platte befand, abgebildet. 
Die Wellenlinge der Hertzschen Strahlen 


betrug bei diesem Versuch, ebenso wie auch 





ber den vorhergehenden, 2,9 em. 


Fig. 11. 
Schatten einer menschlichen Hand. 4. Evnige theoretische | oraussetzungen 


der Methode. l. Den aktiven Detektor, 


oder den Detektor mit Elektroden aus verschiedenen Metallen, unter- 
scheiden wir von dem passiven Detektor, d. h. von dem Detektor mit 
gleichen Elektroden. Wir nehmen an, dab die Berithrungsflache der Elek- 
troden mit dem Papier Kreise vom Radius 0 bildet, die voneinander in der 
Entfernung a > 0 stehen. Der Widerstand des Detektors ist viel kleiner als 
der Widerstand R des von dem Strom durechflossenen anliegenden Teiles 
des Papiers. Bei kleinem o ist 

R lo 


a 
mor” O 





b 


wobeio die elektrische Leitfahigkeit des Papiers und « seine Dicke darstellt?). 
Die Stromstarke in einem aktiven Detektor ist 1 = e/R, wobei e die elektro- 
motorische Kraft seiner Elektroden bedeutet. Wir bezeichnen die elektro- 
motorische Kraft auf den Randelektroden durch U, ihren Abstand durch I. 


Die in Papier zwischen zwei Punkten in der Entfernung der Kontakte 


, : ‘ ——" , a ’ 
eines passiven Detektors wirkende elektromotorische Kraft U — mub 


l 


') Siehe z. B. L. Graetz, Handb. d. Elektr. u. d. Magnet. II, S. 83, 
1912. 
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grOBber sein, als die Polarisationspotentialdifferenz der Detektorelek- 


troden Cy: 


2. Die absolute Korngrébe der nach dieser Methode hergestellten 
Bilder ist sehr betrachtlich: man kann fiir sie die Lange des Kohirers 
annehmen, d.h. ungefaihr lem. Die relative Grébe des Korns indessen, 
in Wellenlingen gemessen, ist viel kleiner als diejenige in gewOhnlichen 
photographischen Platten, wo die Kornaggregate viele Wellenlangen der 
erzeugenden Strahlen betragen!). D. h. dab die vorliegende Methode 
relativ ein gréberes Auflésungsvermégen darstellt als die gewo6hnliche 
photographische Platte. Unsere chemischen empfindlichen Platten sind 
in dieser Hinsicht der ,,kornlosen** Schicht der Platten von Wiener und 
Lippmann ahnlich, die die stehenden Wellen im Innern der Selicht 


photographierten. 


3. Der Kohiarer stellt bekanntlich einen sehr empfindlichen und sehr 
unsicheren Detektor dar. Das ist jedoch die Eigenschaft eines einzelnen 
individuellen Koharers. Bei vorliegender Methode benutzen wir eine grobe 
Anzahl von Detektoren und veranlassen ein Kollektiv von Detektoren 
mehrere Male zu wirken, vielmals das Papier mit den Flecken der Detek- 
tierung bedeckend. Diese statistische Ausnutzung des Koharers gestattet, 
ihn fiir quantitative Beobachtungen anzuwenden. Wir bezeichnen durch s 
den Mittelwert der Flache der unter dem Kontakt auf dem Papier erzeugten 
Flecke oder des schwarzen Kreises, welechen wir manchmal kiinstlich mit 
einem Gummistempel auf die Flecken einiger Aufnahmen driicken. Falls 
die Flecken sich nicht bertihren, kann man die Verdunkelung des Papiers 


durch den Quotienten 





abschatzen, wobei N die Anzahl der Flecken auf dem Papier von der Flache S 
bedeutet. Die Schwarzung der Schicht bezeichnet man durch D; man kann 


sie bei kleinem gq durch die Formel 
D = 1gy) (1 + 9) = Igy) e- g = 0,48 g 


ausdriicken. Der Koharer kommt zur Wirkung unter dem Einflub der 


momentanen elektromotorischen Kraft %), die wahrscheinlich von der 


1) Z. B. Kapitel ,,Photographie von J. Eggert u. W. Raths in Bd. XIX 
des Handbuchs der Physik, herausgeg. von H. Geiger u. Karl Scheel, 
1928. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 92. 14 
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Wirkungsdauer der Wellen etwas abhiingt. Diese Grobe uw, ist die Emptind- 
lichkeitsschwelle des Detektors, die fiir jeden Detektor bei jeder Koharierung 
verschiedene Werte annimmt. 

Diese Werte sind zwischen einigen “, und uw, enthalten und sind dem 
Zufalligkeitsgesetz unterworfen; alsdann ist die Wahrscheinlichkeit des Er- 


scheinens eines Wertes zwischen tu, und %,) + dy 


Po dug = f (Up) d Up. 


Wir bezeichnen bei der Beleuchtung der Platte EH den entsprechenden Wert 
der Kraft mit uw. Bei einer groBben Anzahl von Koharern n und deren 


Erregungen m ist die Zahl von koharierenden Detektoren 


u 


N nm | P, d tty. 


0 


N und damit auch q und D sind Funktionen von u und EL; sie beginnt 
bei einem bestimmten Wert 1, (Schwellenwert) zu steigen, hat zwischen 
bestimmtem E£, und EL, auf der Schwarzungskurve einen geradlinigen Ver- 
lauf, und wird bei einem Wert /, der Abszissenachse parallel. Zwischen E, 
und /, haben wir eine lineare Abhaéngigkeit des Zuwachses von D von der 
Beleuchtung /£. In diesem Gebiete, das man in der Photographie als ,,Emul- 
sionsbreite’ bezeichnet, erhalt man die Aufnahmen mit besonders richtiger 
Wiedergabe des Originals. Die ,,Emulsionsbreite*‘ unserer Platten kann 
man durch eine Auslese von Detektoren der ungefaihr gleichen Empfind- 
lichkeitsschwelle uw, kleiner machen; wir erhalten damit Aufnahmen mit 
eréBberem Kontrast, der bei der Fixierung von feineren Helligkeitsunter- 
schieden niitzlich sein kann. 

Bei der Auslese von Koharern von sehr verschiedenem Up erhalten wir 
eine Platte mit einer sehr weiten Empfindlichkeit, welche die Helligkeits- 
unterschiede in schwachen, ebenso auch diejenige in starken Feldern gleich- 


maibig angibt. 


5. SchluBfolgerungen. Vorliufig kénnen wir folgende Ahnlichkeits- 
und Verschiedenbeitsziige der elektrochemischen und photographischen 
empfindlichen Platte feststellen. 

1. Die chemisch empfindliche Platte gestattet die Fixierung solcher 
Erscheinungen, wie die Strahlung der elektrischen Wellen, die auf keinem 
anderen Wege in der Form graphischer Abbildung erfabt werden 


kOnnen. 
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2. Sie gestattet Momentaufnahmen, d. h. sie ist fahig, auBerordentlich 
kurzdauernde elektrische Erscheinungen zu fixieren. 


3. Sie hat, wie die photographische Platte, eine Empfindlichkeits- 
schwelle und kann eine grébere oder kleinere Emulsionsbreite haben. 


4. Die absolute Korngré8e ist sehr bedeutend, ungefaihr 1 cm. 


5. Die Korngréfe stellt einen Teil der Lange der fixierten Wellen dar, 


daher ist die relative Genauigkeit der Aufnahmen bei der Wiedergabe der 


s kleinen Einzelheiten, die ihren Dimensionen nach der Wellenlange nahe 
a liegen, bedeutend gréBer als die photographische. 


6. Die zur Herstellung elektrischer Aufnahmen verwandte Apparatur 


ist sehr einfach. 


Moskau, J. Cl. Maxwell-Laboratorium (Moskauer Magnetisches Labo- 


Ce 
EN A ee 


ratorium) der Universitat, September 19384. 
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Die Eigenschaften reeller Gase 
auf Grund der thermodynamischen Zustandsgleichung. 
Il. Der Joule-Effekt bei Helium. 
Von Witold Jaeyna (Jacyno) in Leningrad. 
Mit 3 Abbildungen. (Kingegangen am 21. September 1934.) 
lis wurden mit Hilfe der von Scheel und Heuse gemessenen c,-Daten 1. det E 
70U a 


Joule-Effekt (s,) und die isothermische Anderung der inneren Energie {(=—) 
\\ Ov 


bzw. die kalorische Nahwirkung c (J°, ) als vorwiegend negative GréBen berechnet . 
2. die dabei gefundene s,,-Inversionslinie erster Ordnung, sowie auch die s1,,-Iso- 
baren und #,,-Isothermen tabellarisch bzw. zeichnerisch illustriert und 3. einige 

‘Resultate mit den von Roebuck und Osterberg erhaltenen verglichen. 
Mit dem Beeriff .,Joule-Effekt*’ bezeichnet man gewohnlich die Tem- | 
peraturaénderung, welche beim isoenergetischen Prozeb (dU = 0) statt- ; 
findet. Diese GréSe wird, wenigstens zur Zeit, besonders im Niederdruck- | 
gebiet, dem unmittelbaren Experiment entzogen und Jé8t sich mit hin- 
reichender Strenge auf Grund der direkt meBbaren Grében nur auf thermo- 
dynamischem Wege berechnen. Dies ist zuerst von Cazin*) u.a.*) fiir 
Luft, Wasserstoff, Kohlensiure, Ather, Isopentan und andere Kérper und 
neuerdings von Roebuck und Oster berg?) fir Helium in Ubereinstimmung 
mit unseren Ansichten und Berechnungen, aber mit vom Standpunkt der 
alten Zustandsgleichungstheorie unvermuteten Resultaten durechgefiibrt. ve 
Wir wollen uns hier mit dem wahren Joule-Effekt 4, beschaftigen, 

welcher definitionsgemaB mit Hilfe der beiden folgenden Ausdriicke 
/ Ot 
My \dp ) 

bzw. fou 
\ ap le 

Wy ee as 

al 
( Ot 


lp 





bestimmbar ist. 
Auf Grund des bekannten Zusammenhanges zwischen der inneren 
Energie U, Enthalpie J und Volumenenergie vp 


U=J—Avp (2) 


') M. A. Cazin, Ann. chim. phys. 19, 5, 1870; auch Phil. Mag. 40, 81. 
197, 268, 1870. 2) Vel. z. B. A. G. Worthing, Phys. Rev. 33, 217, 1911: 
W. Seitz, Ann. d. Phys. 64, 665, 1921; auch J. R. Roebuck, Proc. Amer. A 
Acad. 60, 537, 1925 und besonders 64, 287, 1930. 3) J.R. Roebuck u. 
H. Osterberg, Phys. Rev. 45, 332, 1934. 
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erhalten wir elnerseits 


aU te | te 
Op ) O “+ 7 Op ) 
oder wegen 
(9 J fe J he 
Op/ Ot p Op 7 
folet weiter 
/0OU ‘O (vp) 
\ ; | — Map A( ), (3) 
Op/t Op /t 
Od ? sa ' 
wobel Cp (=; ) die spezifische Wirme bei konstantem Druck und 
( 
Ot 7 - il 
( — | uw, den Joule-Thomson-Effekt bedeuten. 
Op J 


Differenziert man andererseits die Gleichung (2) nach ¢ bei p const, 


<0 folet unmittelbar 
oP) (4) 


und sehheblich aus (1). (3) und (4) 
My . (5) 


Wenden wir nun zwecks Bestimmung des Differentialkoeffizienten 


0 (v p) 0 (vp) ' | ; 
—-*) bzw. ( me ) von Volumenenergie Up, die thermodynamische 
Op / dt /, 

Zustandsgleichung 
vp Ry- -ap | LO Wo — tl 11 e")! (6) 


4 
an, Wobei wie frither’) 1 = b) py und 
R = 211,82, a = — 0,0;1085, wo = 273,22, b = — 0,0,685 
ist, so erhalten wir aus (5) mit Weglassen der elementaren Umgestaltungen 


/ 5 t 


I—U(l+ pase 


t 
c,—A ap| a (1 i ne 


A a y Po ] 
(/4,,) atm. Cy H 


Po 


Uy Aay (7) 
oder annaherunysweise 


d t a 
aris (1 { 71 7) (°C/Atm.) (7) 


!) Siehe die vorstehende Mitteilung I. 
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2 





Po ke/m 
wobei der Faktor — — 103833 (= 
H . Atm. 


praktischen Mabsysteme eingefiihrt ist. 


) zum ZGwecke des Uberganges zum 


Die auf Grund dieser Gleichung im Gebiet der Zustinde von 150 bis 
500° C und etwa von 1 bis 100 Atm. berechneten Werte des Joule-Effektes 
sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. Es werden die dazugehérigen 
Cp-Werte des Heliums auf Grund der bekannten experimentellen Unter- 
suchungen von Scheel und Heuse!?) berechnet”), indem wir den 
iiblichen Begriff ideales Gas (c, = const) durch die hier unentbehrliche 
thermodynamisch abgeleitete allgemeinere Vorstellung iiber das sog. 
Clapeyronsche System*) (¢, = f (é) und folglich ¢, = f, (#)) ersetzen. 

-— wane bei p= 0 


( 


Ks ist die merkbare Divergenz {| u, Lb=o= durch 


v 


die gemachte Vereinfachung p_/p = 0 verursacht*). Der Umstand, dab 


(0 U\~ “Ot 
bel p = 0| = | = 0 und (5. | = 0 ist, demgegeniiber 
; | dv ) p=0 y) ) Jp = 0 


fe 


Ot\ © 
( | + 0 erscheinen kann, labt sich als Folge des Zusammenhanges 
p=0 


Sp) 
0 0 0 
(55),= (5p), (35), 


mit Ricksicht auf U,_, = F(t) und 


(20.102. ~beeferal.- -f 
Ov/ylp=o L Ov) = Ry + “atp nHe"Syn =o Ry 


leicht erklaren. 





') K. Scheel u. W.Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473, 1913 u. a. 
*) Niheres iiber die Berechnung von ¢p-, ¢y-, «- und anderen Daten siehe spatere 
Mitteilung III. 3) Ks ist auf Grund der Versuche von Scheel und Heuse 
zwischen — 180 und 18°C bei etwa 1 Atm. auf Grund der linearen Interpolation 
Cy 1,2302 + 0,000071 py (cal/°C). Also erscheint cp) bei — 150°C, sowie 
auch bei — 180°C kleiner als der beim einatomigen ,,idealen Gas‘ theoretisch 
geforderte Wert (Cp)id (einat) 5/, AR = 1,240 (cal/°C), was sich aber 
in direktem Widerspruch mit dem aus der Gleichung (6) erhaltenen, so- 
wie auch experimentell bei Helium  bestitigten Verhiltnis (dc,/Op) < 0 
nur insofern befindet, als wir unter der Bedingung p = 0 einen Ubergang zu 


dem idealen Gas mit ¢y = (Cp)theoretisch = 1,240 verstehen wollen. SchlieBlich 


ist auch bei p = 0 ¢p—o = f(t), d.h. keine nur beim idealen Gas theoretisch 
geforderte Konstante (vgl. dazu Witold Jacyna, Acta Phys. Pol. 2, 419, 1934; 
auch folgende Mitteilung IIT). *) Vgl. friihere Mitteilung [. 
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Tabelle 1. Die Werte des Joule-Effektes nw, bei Helium auf Grund der 
thermodynamischen Zustandsgleichung (6) baw. (7). 





te ee — 100 — 50 0 100 300 500 
p kg/m a rm i <phees, F a £ a ; 
104 0,0429 0,0319  0,0189 +0,0065, - 0,0113 -0,0264 (—0,0310) 
105 0,0310} 0,0143 | +0,0022 | —0,0057, |- 0,0136 —0,0203 (—0,0263,) 
5+ 10° 0,0178 | +0,0032 —0,0046, —0,0086, - 0,0130 —0,0196 (-—0,0263) 
108 + 0,0122) -0,0002, -0,0062 -0,0091 |- 0,0128 -0,0195 (—0,0263) 


Die Fig. 1 und 2 lassen die von Roebuck und Osterberg!) gefundene 
Unabhangigkeit des Joule-Kffektes vom Druck nur im Hochdruckgebiet, 
und zwar bei nicht zu 


niedrigen Temperaturen 4%, U/Afm 
OY 














leicht erklaren. Dies ist 


aus der Fig. 1 unmittelbar 43y 


| 
+ 
+ 
+ + _~—+} ~~ 
| | 
| 
} | 
a a 


ersichtlich: wir haben in 02+ 


der Fig. 2 dazu noch den I 0,1 


Umfang der Versuche Zo 
der genannten Autoren ae 
—01 


mit Hilfe einer punk- 
tierten Linie R—R be- 
zeichnet. Letztere liegt -G 





offenbar im Hochdruck- 


105 0° 


; ; 5° 
gebiet und nahert sich dem D kg/m? —> 
druckneutralen Bezirk, Fig. 1. Die Isothermen des Joule-Effektes (u,,) 
a 3h : i. ‘ im Anwendungsbereich der Gleichung (7). 
wobei sich die simtlichen 
Isobaren schneiden (etwa bei 180°C, Fig. 2)*). Man kann dies vielleicht 
als eine Zufalligkeit betrachten, oder aber vielmehr als eine Bestétigung der 
von Roebuck und Osterberg einerseits und von uns andererseits durch- 


gefiihrten Berechnungen. 


Ferner weist die Tabelle 1, sowie auch deren graphische Darstellung 
(Fig. 1 und 2) ausdriicklich auf die Existenz einer Reihe von Inversions- 
zustainden (Fig. 3) hin, wobei der Joule-Effekt den Nullwert annimmt, d. h. 


uu. = (8) 


Ou 


1) |. c.; auch Phys. Rev. 43, 60, 1933. — ?) Es ist der Verlauf der R— R-Linie 
oberhalb 200°C durchaus zweifelhaft, weil er von Roebuck und Osterberg 
unter der Voraussetzung, da «y; vom Druck nicht abhingt, berechnet ist. 
Ebenfalls ist auch die Gleichung (7’) fiir extreme Drucke (p < 1 Atm.) und 
Temperaturen (¢ > 300°C) kaum brauchbar. 
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ist. Die negativen Werte des Joule-Effektes treten oberhalb der Inversions- 
linie auf (Fig. 3), notwendigerweise in dem Gebiet der Zustande, wo 
| 5 t 
l—li(l1+—7 —)e 0 (81) 
4 Wy 
ist, weil der Nenner auf der rechten Seite der Gleichung (7), wenigstens in 
deren Anwendungsbereich, stets positiv und die Konstante a negativ ist. 


Die negativen u,-Werte - 












‘7 
10 ‘ZL, Mii, i “a. ‘ : Tuo J s y : s 4 s 
Mr, ~ nach bleichung (7) auch wenn sie vom Standpunkt: 
ae | der van der Waalsschen 
STErOErG | ie . . 
33 r 7} 7] Theorie unhaltbar erscheinen - 
n2 4 finden im Hochdruckgebiet bei 
Uo | 
- ; nicht zu niedrigen Tempera- 
| , TY] re ‘ ° 
| ;| turen (¢ >— 73°C) statt, in 
xy ' 
= a vollstandiger Ubereinstimmung 
-O7}- $a rd} —_+__+—_+—1+; mit unseren Ansichten, sown 
| auch mit den Berechnungen von 
32 Go | | 
Roebuck und Osterberg!), 
aad im i “7 | | 7S] die auf anderem Wege, auf 
| | . 
Grund der experimentell —be- 











l 
Q 10 200 500 - 490 $00 600 TF00 600 
yh —> stimmten w,- Daten, durch- 


Fig. 2. Die Isobaren des Joule-Effektes (,,) 
im Anwendungsbereich der Gleichung (7). ; 
Das Gebiet der Versuche von Roebuck Die Parameterwerte aut 


cvefiihrt wurden. 
} ys _Y Troe ii 1a ? ? Le ; . ° . 
und Osterberg (Linie R-—R) der My-Iny ersionslinie (erster 


Ordnung) lassen sich auf Grund der Gleichung (8) berechnen. Man erhalt 


4 4 
nimlich aus (8) und (7) mt » = bY py - — 0,000685 Vpy fiir 


Inversionszustande 
4 


00,000 685) p ¥ - 0.009 42 t aves 11 — 0 (9) 


eine Gleichung, von welcher einige angeniherte Loésungssysteme in der 
Tabelle 2 Pepe ben sind. 

Tabelle 2. 
Joule-Effekt bei Helium. Die Inversionszustinde erster Ordnung 
auf Grund der thermodynamischen Zustandsgleichung (6) bzw. (9). 





p kg/m- (0) (1) 104 5-104 105 5+ 105 106 
y” abs. (co) (1203) 307 255 242 189 173 


') l.¢.; auch Phys. Rev. 43, 60, 1933. 
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Die isothermische Anderung der inneren Energie des Heliums ist mit 
Hilfe des Differentialkoeffizienten 


aU Op ' a 
(ae), 4{v(5¢) — | ane es 


5 ‘4 
A a p? ° I enemas 11 l + } 4 on | 
| 4 y) fy Cy (a a 
i eT. na | Of 
R+—ap—ye' 
4 y 


bestimmbar. Dabei bezeichnen wir die isothermusche Anderung der inneren 





Energie, welehe infolge der Anderung der inneren Konstitution der Koérper 


-tattfindet, e(I’,) L ad * ("y+ a 
wobel ‘ji 
; { Op r /OC, 
und : ° 
[" wat A Pu = 9 


ist') und C(I”) baw. I’, die ,.Nah*- bzw. ,,Fernwirkung™ bedeutet. 


Also mu bei der isothermischen Ausdehnung des Heliums im ‘lemperatur- 




















vebiet, welches oberhalb der 500 , ‘ 
| = i; = | = oe pe 
nversionslinie hegt (Fig. 3 Es | ae wee. eA 
400 \}+—— daddies = rs Me SGM es 
1. 9) 4 ‘ooe | 
und ‘T'abelle 2), 1m Gegen- | ; 4 | My <0 | 
ae Ss a TS See ee 
. 500} | t r 
satz zu der vander Waals- 2 | 3 Rh ew Be 
m . . , . ~ 200 a (Joule - Line) i . a. 
schen lheorie elne Vermin- acute | > 
. . * | | Ly | | | 
derung der inneren Energie ao} | poo | 
auftreten. Dies abt sich J oe ee = 
pe 0 ws 510s 7¢ 
aus der Gleichung (10) mit D kg/m? —> 
i ae » /Q) Fig. 3. Die Inversionslinie des Joule-Effektes 
Riicksicht auf (8*) ersehen. im Anwendungsbereich der Gleichung (7). 
0U 


Freilich ist das Zusammenfallen von =—)- und ,-Nullwerten aut 


Ov/s 

Grund der betrachteten vereinfachten Zustandsgleichung nur unter der 
Bedingung p = 0 notwendig. Offenbar ist die merkliche Divergenz zwischen 
dU 
Ov 


die vereinfachende unter dem von Null verschiedenen Druck geltende 


den 4.,- baw. ( )- und “,-Werten aut der Nulldruckisobare p = 0 durch 
t 


; ‘Pa’ . 
Voraussetzung (+=) 0 bedingt. 
Pp 


1) W. Jacyna, ZS. f. Phys. 30, 376, 1924. 
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Tabelle 3. Der isothermische Volumenkoeffizient derinneren Energie 


(5) in (keal/m*) gemaiB der Gleichung (6) bzw. (10), berechnet mit 
vit 





Hilfe der Gleichung (5) be CO i 
Ov/t y 
t9C . is : 
PAtm. i — 150 — 100 50 0 100 300 500 
0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0,0128  0,0068| 0,0031 0,0009 - 0,0011\- 0,0017 - 0,0015 
10 0,921 0,302 0,033 - 0,077 |- 0,133, |- 0,129,|- 0,125 
50 13,20 169 |- 189 |- 290 |- 319 |- 313 |- 3,11 
100 | 36,30 -0,635 |-10,15 -1220 -1255 -12,45 | -12,45 


a m 0dU\ ... ; 
Die in der Tabelle 3 enthaltenen (5 ) -Werte weisen darauf hin, dab 
UO/t 
fiir hinreichend hohe Drucke (10 Atm. = p <= 100 Atm.) und Temperaturen 
(300° abs. = py < 800° abs.) fiir die GridBe ¢ (I",,) baw. eine einfache 
Naherungsformel, namlich 


e(I",) ~ —0,00125 p? (11) 


gilt, weil im Gaszustand J", ~ 0 ist. Freilich mu die Formel (11) bei 


niedrigeren Temperaturen und Drucken sogar ihre qualitative Bedeutung 
T 


verlieren, weil die GrbBe ( ay ) auf der Inversionslinie das Vorzeichen andert. 
t 


Zusammenfassung. 
Wir kénnen die obenerwahnten Betrachtungen in folgender Weise 
zusammentfassen : 
1. Praktisch bei grober Behandlungsweise konvergiert, wenigstens 


Ot : 

im normalen Temperaturbereich der Joule-Effekt w, = (5-) des Heliums 
lorte N P/u 

zu dem Werte Null. 


2. Es gibt fiir He im Zustandsgebiet von — 150 bis 500°C und von 
0 bis 100 kg/em? bei jedem Druck eine Temperatur, bei der das Joule-Gesetz 
sich vollstandig erfiillt. (inversionslinie erster Ordnung, Joule-Linie bzw. 


Linie mit “, = 9). 


3. Bei nicht zu niedrigem Druck (p >15 Atm.) und Temperatur 
(t > — 73°C) erscheint der Joule-Effekt des Heliums negativ und nimmt, 


der absoluten Grébe nach, mit zunehmender Temperatur stets zu. 
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4. Im Gegensatz zu der van der Waalsschen Theorie ist auch die 
. as ; . (ou bao 
isothermische Anderung (spezifische) der inneren Energie (55) bei nicht 

t 
zu niedrigen Temperaturen eine wesentlich negative Grobe. 

5. Ebenfalls findet die Druckabhangigkeit bei dem Joule-EKffekt, wie 
beim Joule-homson-Effekt, besonders im Niederdruckgebiet bei nicht zu 
hohen T’emperaturen statt. 

6. Es scheint, dai der auf Grund der von Roebuck und Osterberg 
durchgefiihrten Berechnungen (unter Voraussetzung, da der Joule-Thomson- 
Effekt 4, vom Druck unabhangig ist) schon bei 200° C vermutete ,-Extrem- 
wert (4,-Minimum) — falls er iberhaupt vorhanden ist —- bei héherer Tem- 


peratur auftritt. 


Leningrad, August 1934. 








Experimentelles uber den lichtelektrischen Effekt’). 


Teil I: Reihenuntersuchung des dufseren lichtelektrischen Effektes 
an den Elementen des periodischen Systems. 


Von Rudolf Sehulze in Berlin. 


Mit 8 Abbildungen. (Kingegangen am 10. September 1934.) 


Durch lichtelektrische Untersuchung der Llemente von sechs senkrechten und 
einer groBben waagerechten Reihe des periodischen Systems unter vollstindig 
vleichgearteten Begleitumstinden gelang es, einen Parallelgang der langwelligen 
(irenze mit den aus den Seriengrenzen der freien Atome gewonnenen Lonisierungs- 
arbeiten aufzufinden und fiir die Quantenausbeute festzustellen, daB sie in den 
Verwandtschaftsgruppen des periodischen Systems denselben Wert besitzt, 
von Gruppe zu Gruppe aber um mehrere GroBenordnungen (107! bis 1078) 
verschieden ist. Als Definition der langwelligen Grenze wurde gewiihlt: die 
Wellenliinge, die bei einer auffallenden Lichtenergie von 10 erg/sec einen 
Klektronenstrom von 1- 10~® Amp. gerade nicht mehr erzeugt. 


Hinleitung. Die lhehtelektrischen Untersuchungen der Isolatoren und 
Halbleiter kénnen nach dem heutigen Stand der Wissenschaft im Gebiete 
der langen Welleninihren Grundziigen als nahezu abgeschlossen anges prochen 
werden. Im Gegensatz dazu steht der experimentelle Befund an den Leitern, 
fiir die bisher nur Einzeluntersuchungen vorliegen. Wahrend an ihnen 
iuBere Einfliisse, wie Gasgehalt, Dicke, Lagerung des zu untersuchenden 
Materials, Einflub der Unterlagematerialien auf das lichtelektrisch wirksame 
Metall, schon weitgehend geklart werden konnten, fehlen bisher eingehende 
Untersuchungen itiber die Art der lJichtelektrischen Elektronenablésung 
vollstandig. 

Ein Analogieschlui von den lichtelektrischen LErscheinungen _ bei 
kirzeren Wellen zu denen bei lingeren Wellen ist wegen des in diesem 
Spektralgebiet auftretenden kompliziertén und vorliufig noch ungeklarten 
Kinflusses der Kristallstruktur nicht méglich. Somit kénnen nicht einmal 
Anhaltspunkte fiir ein Verstindnis des lichtelektrischen Auslésungsvorganges 
in Leitern gegeben werden. 

Eine Untersuchung des inneren lichtelektrischen Effektes, die ja wegen 
ihrer Abstrahierbarkeit von Nebenerscheinangen immer das klarste Bild 


erlangen laBt, st6Bt bei den Leitern wegen ihres geringen Ohmschen Wider- 


') Vorliegende Arbeit wurde im Institut fiir Strahlenforschung (Direktor 
Prof. W. Friedrich) als physikalische Grundlage zur Schaffung einer medi- 
zinisch-biologischen LichtmeBmethode entwickelt. (Im Auszug vorgetragen 
zum Deutschen Physikertag in Bad Pyrmont, September 1934.) 
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standes auf grobe Schwierigkeiten [s. R. Schulze*)}]. Obgleich deshalb 
der Verfasser auch diesen Weg weiterhin durch Untersuchungen an diinnen 
frei sechwebenden Metallfolien beschreitet, glaubte er doch, zunéchst mit 
einer exakten Untersuchung der fauberen lichtelektrischen Mrscheimungen 
schneller zum Ziele zu kommen. 

Der brauchbarste Weg, den Einflub spezifischer Materialeigenschaften 
auf den iuBeren Effekt kennenzulernen, scheint in der Reihenuntersuchuny 
einer sehr groben Zahl von Leitern zu liegen, deren sonstige physikalischen 
Kigenschaften bekannt sind. Eine Zusammenstellung der in der umfang- 
reichen Literatur verstreuten Ergebnisse als Grundlage zu nehmen, erscheint 
aussichtslos, da sie sich einmal oft widersprechen und zum anderen eine 
kritische Wiirdigung der Versuche nicht gestatten. 

Zicht man z.b. die langwellige Begrenzung des lichtelektrischen 
Ansprechens eines Metalles in die naihere Betrachtung, so erkennt man, 
dai eine nachtragliche Feststellung der GréBe des Gasgehaltes der Metalle 
wie der Art des Unterlagematerials unméglich erscheint. Der unterschied- 
liche Gasgehalt der Metalle bei den einzelnen Untersuchungen kann die 
Lage der langwelligen Grenze ebenso sehr weitgehend (50 mw) verschieben, 
wie die Art des Unterlagematerials, das von den einzelnen Experimentatoren 
zur guten elektrischen Elektronennachlieferung unter das zu untersuchende 


Material in die Photozelle eingebracht wurde. 


Auberdem kann nachtraglich kaum noch festgestellt werden, inwieweit 
Fehlergebnisse, hervorgerufen durch Verwendung unzureichender optischer 
Apparaturen (einfache Monochromatoren mit Streulichtemission), vorlegen. 
Ein weiterer Grund fiir die geringe Vergleichbarkeit von Versuchsergebnissen 
verschiedener Herkunft liegt in der Untersehiedlichkeit der MeBapparaturen 
begriindet. Die lichtelektrische Elektronenemission nimmt nach den 
langeren Wellen zu asymptotisch ab. Eine elektrische MeBSapparatur mit 
héherer Stromempfindlichkeit wird deshalb die langwellige Grenze immer 
bei langeren Wellen (kleineren Strémen) ergeben als eine weniger empfind- 
liche, da die langwellige Grenze nach ihrer Definition dort legt, wo die 
MeBapparatur keinen Strom mehr miBbt. AuBerdem ist die Grobe der auf- 
fallenden Lichtenergie meist nicht beachtet worden, was zur Folge hatte, 
dafi Versuchsreihen selbst mit gleich empfindlicher MeBanordnung bei sehr 
lichtstarker Optik héhere Werte fiir die langwellige Grenze ergaben als bei 
lichtsechwiicherer. Eine nachtragliche Feststellung der angewandten Meb- 


empfindlichkeit wie der GréBe der Lichtenergien ist unmdglich. Aus 


') Rudolf Schulze, Phys. ZS. 34, 381, 1933. 
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diesem Grunde wurde der Vorsatz gefabt, moéglichst viel Metalle unter 
vollstandig gleichen Bedingungen zu untersuchen. Es erschien uns dazu 
zweckmabig, die Priifung der Metalle in Anlehnung an ihre Stellung im 
periodischen System durchzufiihren, da in diesem die Eigenschaften der 
Elemente am besten erforscht und am besten vergleichbar sind. AuBerdem 
ist 1m periodischen System der Gang dieser Eigenschatten genau bekannt. 

Zielsetzung. Die Untersuchung sollte sich auf die Messung der lang- 
welligen Grenze und die Bestimmung der Quantenausbeute beschranken. 
Aus der Lage der langwelligen Grenze in Abhangigkeit von anderen Material- 
konstanten wird man auf die Art der Ablésung und die Herkunft der Elek- 
tronen schlieben kénnen. Ebenso wird die Art des Anstieges mit der Wellen- 
linge und die Grébe der Quantenausbeute auf den Einfluf bis jetzt noch 
nicht in die Betrachtung gezogener Materialeigenschaften hinweisen. 

Art der Mefmethode. Die Bestimmung der langwelligen Grenze des 
iiuBeren lichtelektrischen Effektes ist prinzipiell auf dreierlei Weise méglich. 
Kinmal kénnen die Héchstenergien der ausgelésten Elektronen im zentralen 
Felde bestimmt, mit ihnen die Einsteinsche Gerade gezeichnet und daraus 
die langwellige Grenze entnommen werden. Dabei mu die Kontakt- 
potentialdifferenz genau bekannt sein. Eine andere von Du Bridge?) 
angegebene Methode beruht auf der Aufnahme des Elektronenstromes bei 
einer bestimmten Wellenlinge und unter Verainderung der Temperatur. 
Die Berechnung der langwelligen Grenze geschieht auf Grund der Fowler- 
schen*) Theorie. Eine weitere Art der Grenzwellenlangenbestimmung 
beschrankt sich auf die Messung der austretenden Elektronenmenge pro 
eingestrahlter Energie und nennt die Wellenlainge die langwellige Grenze, 
an der gerade kein Elektronenstrom mehr meBbbar ist. Die Grébe der 
langwelligen Grenze fiir den absoluten Nullpunkt ist dann wiederum nach 
Fowlers*) ebenso nach Suhrmanns®) theoretischen Ansatzen leicht zu 
berechnen. 

Hier wurde der letzte Weg gewahlt, weil er der Verwendung des auBeren 
lichtelektrischen Effektes in der Praxis am nachsten kommt und fast un- 
abhaingig von auftretenden Kontaktpotentialen ist. AuBerdem scheint er 
fiir so umtangreiche Versuche wie die vorliegenden der einfachste zu sein, 
da bei den seltenen und schwerschmelzenden Elementen des periodischen 
Systems eine besondere Formgebung (Kugel im zentralen Felde) auf 


Schwierigkeiten stoben wiirde. 


. ') L. A. Du Bridge, Phys. Rev. 39, 108, 1932. — 7?) R. H. Fowler, 
ebenda 38, 45, 1931. 3) R. Suhrmann, ZS. f. Phys. 33, 63, 1925; 54, 


99, 1929. 
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Definition der langwelligen Grenze. Das Aufsuchen der Wellenlinge, 
die gerade keinen lichtelektrischen Strom erzeugt, verlangt fiir vergleichende 
Messungen, bei denen die Ausbeute innerhalb von sieben Grébenordnungen 
schwankt, eine scharfere Festlegung des Begriffes der langwelligen Grenze, 
besonders da es nach Ansicht Suhrmanns}?) eine absolute Grenzwellen- 
lange nicht gibt. Es geniigt nicht die Bestimmung eines kleinsten Stromes, 
der durch die Empfindlichkeit der MeBapparatur bedingt ist, sondern auch 
die zur Erzeugung dieses Stromes benutzte Lichtenergie mul genau definiert 
sein, weil sonst die Vergleichbarkeit der Messungen nicht gegeben ist”). 
In dieser Arbeit wurde, bestimmt durch die Empfindlichkeit der Apparaturen, 
als langwellige Grenze bezeichnet: die Wellenldnge, die ber einer auffallenden 
Lichtenergie von 10 erg/sec einen Elektronenstrom von 1-10-! Amp. gerade 
nicht mehr erzeugt. 

MeBapparaturen. Die Art der Bestimmung der langwelligen Grenze 
fordert eine besonders linienreiche, lichtstarke und streulichtfreie optische 
Apparatur. 

Der Lamenreichtum konnte leicht durch Anwendung von Quarzqueck- 
silber-, Quarzeadmium- und Gehlhoff-Bandlampen erlangt werden. Auber 
dem kontinuierlichen Spektrum der Gehlhoff-Lampe standen so die Linien: 
229, 235, 240, 248, 254, 257, 265, 268, 276, 280, 288, 289, 297, 298, 302, 
313, 324, 334, 365, 408, 436, 492, 546, 578, 613, 623 my zur Verfiigung. 
Der Zusatz einer luftgekiihlten Funkenstrecke (Zinkelektroden: 208, 206, 
210, 214 mu; Cadmiumelektroden: 214, 219, 226, 232, 257, 275 mu) ver- 
mehrte die Linienzahl nach den kurzen Wellen zu. 

Die besondere Lichtstdrke lieB sich durch Wahl eines besonders grofen 
Monochromators mit doppelter Zerlegung nach van Cittert erzielen. 
Fig. 1 gibt seinen Aufbau wieder, die Linsen- und Prismenhdéhe betrug 
Sem, die Appertur 1: 38,5, die Lichtenergie am hinteren Spalt (varuerend 
mit der eingestellten Wellenlange) 10 bis 500 erg/sec. 

Die Streulichtfrecheit und die Reinheit in der Zerlegung, die durch den 
Aufbau des verwandten Doppelmonochromators garantiert ist, wurde durch 
Reihen von Spektrographenaufnahmen gepriift. Fiir die Bestimmung der 
Quantenausbeute erhielt die Apparatur ein Bolometer und eine auf dieses 
geeichte Photozelle. Ein rechtwinkliges schwenkbares Quarzprisma ge- 
stattete, ohne die Optik zu verandern, abwechselnd Bolometer, Eich- 
photozelle und zu untersuchende Substanz in den Lichtweg zu_ bringen 
(Fig. 1). 





') R. Suhrmann, Ann. d. Phys. 67, 43, 1922. — #) Siehe §. 213. 
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Um die Lichtenergie zur Bestimmung der Quantenausbeute in erg/see 
ausdriicken zu kOnnen, wurde das Bolometer an eine Hefnerkerzenapparatur 
angeschlossen. 

Fir die Messung des lichtelektrisch ausgelésten Elektronenstromes kam 
ein Fadenclektrometer nach Lutz-Edelmann mit zuschaltbaren quarz- 
isoherten Kapazititen (50 bis 1000 em) und Hochohm-Widerstinden (bis 
08-1072 Ohm) nach Kriiger in Anwendung. 

Behandlung der Elemente. Vergleichbare Resultate sind erfahrungs- 
gemah nur bei Verwendung chemisch reiner und gasfreier Elemente zu 

A 
Se eee 
<p! Y f 


0.-Monochromator 


2 
+ Lampe 
4 \ SGolometer 


tS C brehprisma 
/ Photozelle 


Doppelmonochromator nach van Cittert, der durch seine grofe Apertur (1:3,5) und seine 

Prismenhoéhe (8 cm) fiir geniigende Lichtstirke und durch seine doppelte Zerlegung fiir Streu- 

lichtfreiheit biirgte. Das Drehprisma gestattete, ohne die Optik zu veriindern, abwechselnd 
Bolometer, Eichphotozelle und zu untersuchendes Element zu belichten. 


Fig. 1. 


erwarten. Die Forderung nach chemischer Reinheit konnte leicht durch 
Wahl einwandfreier Bezugsquellen erzielt werden. Die absolute Gasfreiheit, 
die wegen des bekannten Einflusses geringster Gasspuren auf die Lage der 
langwelligen Grenze gefordert werden mubte, lief sich erst nach langerer 
Entwicklungsarbeit erreichen. Hier soll nur itiber die Ergebnisse berichtet 
werden. Da vom Zellkérper, in dem die Elemente zur Messung gebracht 
werden miissen, vor allem auberste Sauberkeit zu fordern ist, soll dessen 
Aufbau zunichst beschrieben werden. Als Material wurde wegen seiner 
einfachen Verarbeitungsméglichkeit Glas gewahlt. Erfahrungen, die in 
der Glasbehandlung bei der Herstellung von R6éntgenréhren, Verstarker- 
rohren und technischer Photozellen gemacht wurden, lehren, dab absolute 
Reinheit eines Glaszellkérpers nur durch Ausheizen (zur Entfernung von 
Gas- und Wasserresten) erlangt werden kann. Kin einwandfreies <Aus- 
heizen des gesamten Korpers, das bei mindestens 800°C zu geschehen hat, 


velingt aber nur, wenn dieser aus einem Stiick besteht. Zufiihrungen zu 


dem zu untersuchenden Metall wie zu dem Elektronenauffainger (Anode) 
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miissen, ebenso wie das Fenster zum Einlassen des Lichtes, fest mit der 
Yelle verblasen sein. 

Das Glas als Zellenmaterial mu folgende Eigenschaften  besitzen: 

1. Gute glastechnische Verarbeitbarkeit, a) leichtes Einschmelzen von 
metallisehen Durchfiithrungen, b) leichtes Verblasen mit dem ultraviolett- 
durchlassigen Glasfenster. 

2. Hohe elektrische Isolation zur elektrischen Isolierung von Element 
gegen Anode. 


3. Hohe Temperaturbestandigkeit zur Ausheizung bei 300°C. Besonders 
darf das Glas dabei nichts ausschwitzen, was den lichtelektrischen Effekt 


des auflagernden Elementes beeinflussen kénnte. 
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Fig. 2. Diese Kurven sollen ebenso wie die in Fig. 3 ein Beispiel fiir die ecingehenden Glas- 

untersuchungen geben. Sie zeigen, dafi das Gundelach-Glas hinsichtlich der el. Isolation fiir 

den Bau von lhotozellen gut geeignet ist. Seine grofie chemische Bestandigkeit und seine 
gute glastechnische Verarbeitbarkeit waren vorher gepriift worden. 


Fig. 3. Beispiel fiir die Glasuntersuchungen. Das 16!!'!-Glas von Schott und Gen. zeigt auBer 

hoher Durchlissigkeit fiir ultraviolettes Licht auch griéfite Konstanz dieser Durchliassigkeit bei 

Lagerung und Bestrahlung. Uber den Gang der Untersuchungen siche: W. Friedrich und 
R. Schulze, Strahlentherapie 50, 369, 1934. 


Als ein Glas, das die genannten Eigenschaften besitzt, wurde das 
Gundelach-Glas erkannt und kam bei allen Versuchen zur Anwendung. 
Kinen Teil der Untersuchung erlautert Fig. 2. 

Andere Bedingungen muBte das ,,Fenster**-Glas erfiillen. Es mubte 
besitzen : 

1. Hohe Durchlassigkeit fir ultraviolettes Licht, da die langwelligen 
Grenzen der Mehrzahl der Elemente unter 300 my, der Durchlassigkeits- 
erenze des Gundelach-Glases, zu erwarten waren. 

2. Konstanz dieser Durchlassigkeit a) bei langer Lagerung und b) bei 
starker Belichtung mit ultraviolettem Licht. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 92. 15 
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Auf Grund der dahingehenden Versuchsreihen (Fig. 3) scheint das 
16‘" Glas von Schott und Genossen (Ein-Streifen-Thermometerglas) diese 
Bedingungen zu erfiillen und, da es sich auberdem mit dem Gundelach-Glas 
des Zellkérpers auberordentlich gut verblasen labt, wurde es auch bei 
unseren Versuchen verwendet. Als Fensterform kam die in Fig. 4 ersichtliche 
zur Anwendung. Diese Fig. 4 zeigt auch die Formgebung fiir die tibrige 
Zelle. Dureh den fast vollsténdigen metallischen Belag der Zellwande 
konnte jede stérende Raumladung waihrend der Messung vermieden werden. 

Da die Elemente wegen ihrer weit iiber dem Glasschmelzpunkt liegenden 
Verdampfungstemperatur nicht auf dem Zellenmaterial geschmolzen 
werden konnten, war die Anode als Gliihspirale (Wolfram) ausgebildet. 
Die Stromzufiihrung itibernahmen im Va- 
kuum geschmolzene Nickeldrahte. Die Bei- 
behaltung beider Materialien durch alle 
Versuche sicherte einen weniger kompli- 
zierten EinfluB des Kontaktpotentials auf 
die Versuchsergebnisse, obwohl dieses an 


sich schon durch die Wahl der Unter- 





eingezogenes Fenster Suchungsmethode (hohe — beschleunigende 





Yio mm stark Spannung: — 100 Volt) auf den Versuchs- 

rT" tT ton gang fast ohne Einflu{ war. Von einer 
Fig. 4. leitenden Unterlage fiir die Elemente in der 

Form der Photozelle, wie sie bei alle — yz. B. Silber — wurde wegen des 


allen Versuchen angewendet wurde. 
noch unbekannten Einflusses der Unterlage- 


metalle auf die Lage der langwelligen Grenze der aufgebrachten Stoffe 
abgesehen. Die Elemente wurden so dick aufgedampft, da ihre Leit- 
fahigkeit gesichert schien. Die Versuche bestatigten diese Annahme. 

Als weitere Forderung tritt eine auberordentlich sauber arbeitende 
Pumpanlage hinzu. Es wurde eine Vakuumapparatur entwickelt, fiir die 
folgende Gesichtspunkte mabgebend waren: 

1. Ausschlub jedweden Hahnes zur Vermeidung von Fettdimpfen und 
zur Erméglichung einer Ausheizung der Pumpapparatur selbst. 

2. Hohe Pumpgeschwindigkeit. 

Fig. 5 zeigt die Lésung dieser Aufgabe durch Wahl ledighch eines 
Quecksilberverschlusses und grober Rohrweiten (25 und 30 mm Durchmesser) 
zwischen dreistufiger Diffusionspumpe und Zellenrechen. Zum Ausheizen 
standen zwei elektrische Cekasdrahtéfen von 50 em Hohe und 35 em Durch- 


messer zur Verfiigung, mit denen Temperaturen bis zu 800°C erreicht 


werden konnten. 
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Uber die Behandlung der Elemente ist folgendes zu sagen: Die Eunt- 
gasung kann nach den Erfahrungen der Metallforschung nur durch sehr 
starkes Krhitzen und Schmelzen der Elemente im Vakuum durchgetfiihrt 
werden. Die Hauptgasabgabe beginnt dabei erst ungeféhr 3° unter dem 
Schmelzpunkt einzusetzen. Die Untersuchung der Elemente konnte deshalb 
von vornherein nur dann erfolgreich sein, wenn simtliche Elemente vor 
ihrer Untersuchung einmal im Hochvakuum geschmolzen worden waren. 


Da alle Elemente fast so- 

































fort nach LErreichen ihrer a 
Schmelztemperatur in das 
Vakuum verdampfen und WnnnAr 
. ee - FIP | 
dadureh die spiitere Riick- git Mietesellenrechen 
sewinnung fir die Unter- S[ “striertasche 
- — Mc Leod 
suchung fast unmdglich ge- 
macht wird, wurde ein Weg Qreistufige Diffusionspumpe 
gesucht, der es gestattete, ee 
ae : : ig. 5. 
die Entgasung mit dem Vor- Vakuumapparatur; durch Ausschluf jeder Fett- 
rane des Einbringens in die dampfquelle, Wahl grofer Rohrweiten wie 
gang des Hinbringens i ale einer groBen Diffusionspumpe war fiir Reinheit, 


Ausheizbarkeit und hohe Pumpgeschwindigkeit 


Zelle zu verbinden. Dieser ; 
der Apparatur Vorsorge getragen. 


wurde in der Verdampfung 

(siehe Suhrmann!)]| der Elemente direkt innerhalb des Zellkérpers in 
Wolframspiralen gefunden. (Lagerung des Elementes in der Zelle siehe 
Fig. 4.) Eine Kathodenzerstéubung kam wegen der dabei notwendigen 
Anwesenheit von Gasen nicht in Frage. Fir die hochschmelzenden 
Elemente wurden Wolframdrahte bis zu 0,6 mm Durchmesser bei 30 Amp. 
Heizstrom verwendet. 

Die dabei auftretenden Temperaturen betrugen maximal 2000°, lagen 
also weit unter der Verdampfungsgrenze des Wolframs. 

Zur Klarung des Wesens des Gaseinflusses auf die Lage der langwelligen 
Grenze liegen Spezialuntersuchungen vor. Besonders sind die von Suhr- 
mann?) und Du Bridge?) zu erwihnen. Beide Verfasser priiften den Gang 
der langwelligen Grenze mit der Entgasung, indem sie unter ganz besonderen 
MaBregeln die zu untersuchenden Metalle vorbehandelten und in die Unter- 
suchungszelle einbrachten. Suhrmann erhielt dabei fiir véllig entgastes 
Silber als Jangwellige Grenze A, = 256myu, Du Bridge fir Platin 
Ay = 190 mu. 


') R.Suhrmann u. A. Schallamach, ZS. f. Phys. 79, 153, 1932. — 
*) A. L. Hughes-Du Bridge, Photoelectric Phenomena 1932. 
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Zur Priifung, ob unsere Verdampfungstemperatur gasfreie Elemente 
lieferte, wurden zundchst laufend Cu, Ag und Au-Zellen, spater auch Pt- 
Zellen hergestellt und auf ihre spektrale Verteilung des lichtelektrischen 
Effektes geprift. Es entwickelte sich daraus folgender Herstellungsprozeb : 
Nach Anblasen des Zellkérpers an die Vakuumapparatur wurde diese bis 
1-10-®mm Quecksilbersiule ausgepumpt (fliissige Luft an der Ausfrier- 
falle) und 4 Stunden unter Weiterpumpen bei 300°C zur Entfernung von 
Gas und Wasserresten ausgeheizt. Darauthin wurde die Glihspirale mit 
dem darin befindlichen Element angeheizt und '/, Stunde knapp unter dem 
Schmelzpunkt des Elementes gehalten. Wenn angenommen werden konnte, 
da alles Gas aus dem Element ausgetrieben war, wurde die Temperatur 
des Gliithfadens langsam gesteigert, bis eine geringe Verdampfung einsetzte. 
Die Bildung einer 10 my starken Schicht nahm nochmals 4/, Stunde in 
Anspruch. Hierauf wurde die Zelle von der Apparatur abgezogen. Der 
wihrend des ganzen Herstellungsganges anhaltende Betrieb der hoch- 
leistungsfahigen Vakuumapparatur garantierte einen Entgasungszustand 
der Elemente in der Zelle, der den Suhrmannschen Werten gleichkam. 
Von jedem Element wurden in gréBeren Zeitabstinden (1 Jahr) mehrere 
Zellen angefertigt und auf die Lage ihrer langwelligen Grenze gepriift. 
Es traten niemals Unterschiede auf. Besonders der letzte Befund war fiir 
die kritische Wiirdigung dieser Versuchsreihe wichtig. Er lieB uns erkennen, 
dal geringe Gasreste, wenn sie iberhaupt noch in den Elementen zu finden 
waren, immer in gleichen Mabe vorhanden gewesen sein miissen und so 
das Ziel, nimlich Auffinden eines Ganges der langwelligen Grenze wie der 
Quantenaquivalenz mit den sonstigen Higenschaften der Elemente des 
periodischen Systems, nicht beeintrachtigen konnten. 

Die eventuelle Verschiebung der langwelligen Grenze durch doch noch 
vorhandene Gasreste und durch den eventuell vorhandenen Unterlags- 
einfluB des Glases mubte bei allen Fallen gleichmaéfig in derselben Richtung 
liegen. 

Untersuchung. Die Ausmessung der Photozellen geschah direkt nach 
der Fertigstellung, ein Vierteljahr und schlieBlich 1 Jahr nach dieser. Es 
gelang damit, Fehler auszusondern, denn es wurden nur die Werte von 
konstant gebliebenen Zellen als richtige Ergebnisse in die Endbetrachtung 
einbezogen. Die Bestimmung der langwelligen Grenze ging in der Weise 
vor sich, da das Licht aus dem Monochromator zunichst zur Energie- 
bestimmung auf die Eichphotozelle oder das Bolometer und dann auf die 
Untersuchungszelle geleitet wurde. Der lichtelektrische Elektronenstrom 


wurde in der Aufladungszeit der Elektrometerkapazitét bestimmt. 
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Die Messung der Elektronenzahl pro auffallende Quantenzahl geschah 
zu gleicher Zeit in eer Absolutbestimmung der Stromstarke durch Span- 
nungsmessung mit dem Elektrometer an einem bekannten einseitig geerdeten 
Hochohmwiderstand. Auf diese Weise wurde die spektrale Verteilung des 
lichtelektrischen Effektes in absoluten Werten erhalten (Coulomb/eal 
und Quantenaiquivalenz in Abhangigkeit von der Wellenlange des auf- 


gestrahlten Lichtes). Die Untersuchung simtlicher Elemente nahm 


18 Monate in Anspruch. 


Versuchsergebnisse. Zunaichst wurde nach den Gesetzmibigkeiten in 
den senkrechten Reihen (Gruppen) des periodischen Systems (durchkreuzt 
in Tabelle 1) gesucht. 


Tabelle 1. Periodisches System. Die Elemente der durchkreuzten 
Reihen wurden untersucht. Die Werte fiir die langwellige Grenze 
und fiir die Ionisierungsarbeit sind eingetragen. 
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Als erste Reihe gelangte die der Alkalien Li, Na, K, Rb, Cs*) zur 
Bearbeitung. Fig. 6 gibt das Ergebnis wieder. Die langwellige Grenze der 
Alkalien wachst in senkrechter Richtung des Systems. (Li: 510 my; Na: 
600 mu; K: 710myu; Rb: 810 my; Cs: 900 my.) Die Quantendquivalenz 
und damit auch die Ausbeute in Coulomb/eal besitzt fiir alle finf 
Elemente Werte derselben GréBenordnung (die Kurve fiir Kalium in Fig. 7). 


Zur Klarung, ob dieses Verhalten eine allgemeine Gesetzmabigkeit der 
Elemente darstellt, wurde anschlieBend die Berylliumreihe [Be, Mg, Ca 


1) Nach viermaliger Vordestillation in die Zelle eingedampft. 
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Sr, Ba?)] untersucht. Das Ergebnis ist das gleiche: die langwellige Grenze 
wiichst wie in der Alkalireihe mit wachsender Ordnungszahl vom Beryllium 
(390 mu) iber Magnesium (450 my), Calcium (510 my), Strontium (550 my) 
zum Barium (650 my) (Fig. 7). Ebenso liegt die Ausbeute (Coulomb/eal) 
wieder in der gleichen GréBenordnung (s. Fig. 7). Dasselbe Ergebnis zeigt 
sich bei der Untersuchung weiterer senkrechter Reihen des periodischen 


Systems, wie der Aluminium- (Aluminium 298 my, Gallium 300 my), 





nt Titan- (Titan 313 my, Zirkonium 
) ‘ 2 : aor 
900, Pa 322 mu, Thorium 336 my) und 
| - der Zinkreihe (Zink 313 mu, Cad- 
700 si ; : A penta 
| i 320 mu), wie es o, 
woo) langw. Grenze mium my) wie es in Fig. 7 
500\ zu ersehen ist. 
400} Aangu. brenze Die Frage nach dem Ver- 
300} — halten der langwelligen Grenze 
200; Jonisationsarbeit _ beantworteten die Versuche also 
100} Lonisationsarbeit in der Weise, daB die Grenze in 
Al - ; ; 
"Ti Ma kh OR Cs Be Mg Ca Sr ba senkrechter Richtung im System 
Fig. 6. wichst, d. h. dab je héher die 


Gang der langwelligen Grenze der Elemente in Periodenzahl des Elementes ein 
den Gruppen des Lithiums und Berylliums (in 

Vergleich dazu gebracht : Gang der lonisierungs- und derselben Gruppe lautet, 
ee ee eee desto geringere Quantenenergie 
wird zum Ablésen eines Elektrons bendtigt. Die Frage nach der Quanten- 
aiquivalenz wurde durch die Untersuchung dahingehend geklart, daB sie in 
ein und derselben Gruppe dieselbe Gré8enordnung besitzt. 

Da sich die lichtelektrischen Kigenschaften der Elemente in den senk- 
rechten Reihen des periodischen Systems in gleicher Weise verhalten, so 
war es, um einen Uberblick iiber simtliche Elemente des Systems zu ge- 
winnen, noch notwendig, AuBerungen des lichtelektrischen Effektes in 
einer Horizontalreihe (Periode) des periodischen Systems zu studieren. 

Diese Versuchsreihe erwies sich als wesentlich schwieriger. Zuniachst 
stellte die hohe Verdampfungstemperatur (~ 2000°C) einiger Elemente 
ein fast uniiberwindliches Hindernis dar. 

SchlieBlich wurde hinsichtlich der Schmelztemperatur und der Be- 
schaffungsmoéglichkeit der Elemente die Kalium-Kryptonreihe ausgewahlt, 
also die Elemente: K, Ca, Se, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn, Ga, Ge, 
As, Se, Br, Kr. Die MeBergebnisse zeigen die Fig. 7 und 8. 


') Be, Mg, Ca, Sr wurden in der Gliihspirale verdampft. Ba dagegen aus 
BaN. gewonnen und in die Zelle destilliert. 
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Der Gang der langwelligen Grenze (Fig. 8), wie der Quantenaquivalenz 


mit der Gruppenzahl erscheint auf den ersten Blick regellos zu sein, wie es 


ja auch erwartet werden mubte, da die Elemente der Periode Kalium 
J 


—Krypton auf keinem chemischen oder physikalischen Gebiet irgendwelche 
Verwandtschaft zeigen. Auszunehmen davon sind die Elemente Fe, Co, 
Ni, die, wie bekannt, viele Vergleichspunkte chemischer wie physikalischer | 
Natur besitzen. Dieses seheint sich auch in unserem Versuchsergebnis 
anzudeuten, denn ihre Werte legen fiir die langwelligen Grenzen nahe 
beieinander und die fiir die Quantenaquivalenz in derselben GréBenordnung. 
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Fig. 7. Ausbeutekurven (log Coulomb cal) der untersuchten Elemente in Abhingigkeit 
ven der Wellenlinge. 
Diskussion der Ergebnisse. Eine Besprechung der Versuchsergebnisse 
wird durch unsere geringen Kenntnisse der wellenmechanischen Absorption 


des Lichtes in der Materie sehr erschwert. Auch verleitet eine solche 


| 
| 
i 
' 


Besprechung zu leicht zur Aufstellung von Hypothesen ad hoc. Doch soll 
zuni mindesten die Besprechung so weit gefiihrt werden, wie es vor Beginn 
der Versuchsreihe vorgenommen worden war. Namlich es soll versucht 


werden, den Gang der langwelligen Grenze wie den der Quantendquivalenz 


eae EN REO 


in Beziehung zu anderen physikalischen oder chemischen Eigenschaften 
zu bringen, auch ohne da sie zwingend in irgendeinem Zusammenhang 
zueinander stehen miissen. 

Fir die Betrachtung des Ganges der langwelligen Grenze liegen als 
experimentelle Befunde dieser Arbeit das Ansteigen der Grenze senkrecht 
im periodischen System von Element zu Element und der sprunghafte 


Gang der Grenze waagerecht im System von Element zu Element vor. 
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Die Stetigkeit des Anstieges der roten Grenze in den senkrechten 


Verwandtschaftsgruppen des Systems erscheint einleuchtend, wenn man in 
Betracht zieht, dab auch alle Elemente in den senkrechten Gruppen gleiche 


chemische wie physikalische Eigenschaften oder einen systematischen 


Gang derselben zeigen. 


Der Anstieg von den leichten zu den schweren Elementen ist in der 


Literatur, in der dieser Tatbestand schon des 6fteren besprochen wurde}), 
in Verbindung mit dem abfallenden Gitterabstand 











[(Gitterabstand)? ~ Atomvolumen] gebracht worden 


(s. unten). In den vorliegenden Untersuchungen ist auber- 


/510 
la . os . ar 
soof \“ dem noch die lonisierungsarbeit an den freien Atomen 
NS mit zum Vergleich heran- 
zN ; gezogen worden, da 
% ° . 
© wy errechnete Werle von diese in den senkrechten 
& \ #other u.Bomke : a 
S \ Gruppen (siehe Fig. 6) 
& \ : , 
S \ energetisch einen Parallel- 
\ 
S 
Pa a \ gang zu der langwelligen 
s Ga \ Grenze zeigt. 
S \ 
\ . . . 
a \ Die hieraus zu zie- 
Ss yh Werte 
2 20 SAEPE WOT? | henden = SechluBfolgerun- 
S As \ dieser Arbeit ' S 
S200 langwelige Grenzen gen aut den Mechanismus 
> — ’ Werte der lonisations- ; ; 
> ‘ . ’ rte der lonisations , on 
$ x. See / \,arbeit an freien Afomen de r lic hte le ktrisehe nh 
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S > Y “a ae . ° 
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Fig. 8. 
Gang der langwelligen Grenze von den Elementen der 
waagerechten Kalium-Krypton-Periode. Zum Vergleich 
dazu eingezeichnet: Gang der Ionisierungsarbeit, Gang 
des Atomvolumens ~ Gitterabstand, Gang der Schmelz- 
temperatur, Gang der nach den empirischen Formeln von 
Rother u. Bomke berechneten langwelligen Grenze. 


chung des Ganges der 
langwelligen Grenze an 
den EKlementen waage- 
recht im System, wie er 
in Fig.8 wiedergegeben 
ist. Als Vergleichseigen- 
schaften der Elemente 
sind hier wieder der 


Gitterabstand und die 


Ionisierungsarbeit herangezogen. Zuniachst deshalb, weil die lichtelek- 


trische Elektronenauslésung im Ubergangsgebiet fiir die Absorption des 


l) W. Schottky, ZS. f. Phys. 14, 73, 1923; A. L. Hughes-Du Bridge, 
Photoelectric Phenomena, 1932; R. Fleischer u. H. Teichmann, Die licht- 
elektrische Zelle, 1932; B.Gudden, Lichtelektrische Erscheinungen, 1928; 
H. Simon u. R. Suhrmann, Die lichtelektrische Zelle, 1932. 
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Lichtes zwischen Atomabsorption (R6éntgengebiet) und Gitterabsorption 
(Ultrarot) vor sich geht, und daher ein KinfluB des Gitters wie der Atome 
auf den Kffekt zu erwarten ist. 

Der GittereinfluB auf die elektrische Elektronenemission wurde von 
Schottky und anderen!) in der Form in Rechnung gesetzt, dab sie eine 
Bildkraft theoretisch ableiteten, gegen die das Elektron bei seinem Austritt 
anzulaufen hat. Diese Bildkraft (W,) soll nach diesen Verfassern umgekehrt 
proportional dem Gitterabstand (oder dem Quadrat des Gitterabstandes 
(Fock)) anzusetzen sein. 


AuBerdem zeigte Sommerfeld?) unter Benutzung der Fermuistatistik, 


daB die Elektronen im Gitter eine Energie von maximal W,; = 


hn? / 8n \2 
2m root 


| a . 1 ' , 
(n aa Wp L) oder W; ~ 7 (d = Gitterabstand) besitzen. Demnach wire 


bei einer Berechnung der lichtelektrischen Elektronenauslésung diese eben- 
falls vom Gitter abhangige Elektronenenergie von der eigentlichen Austritts- 
arbeit in Abzug zu bringen, also W = W,—- W,. Da Versuche, die Schottky- 
sche Bildkraft mit der EKigenenergie der Elektronen (nach Sommerfeld) 
zahlenmabig in einer Formel zu vereinigen*), bisher nur zu geringer 
Ubereinstimmung mit der Erfahrung (s. Bild) wegen der wahrscheinlichen 
Beteiligung der Ateme an der Lichtabsorption fiihrten, ist aubBber dem 
GittereinflubB auch ein EinflubB der Atome auf die Elektronenauslésung 
anzunehmen. Hierbei ist zunachst an die Austrittsarbeit der Klektronen 
aus den freien Atomen (lonisierungsarbeit) zu denken. Deshalb wurden 
die experimentell gefundenen Werte fiir die langwellige Grenze auch mit 
der lonisierungsarbeit verglichen. In Fig.8 sind neben dem Gang der 
langwelligen Grenze auch der Gang des reziproken Atomvolumens und der 
Gang der Ionisierungsarbeit aufgetragen. 

Kin Vergleich der drei Kurvenziige zeigt, dai die langwellige Grenze 
sehr stark parallel mit der Ionisierungsarbeit geht und ein Gang mit dem 
Atomvolumen bedeutend weniger zu erkennen ist. Aus diesem rein experi- 
mentellen Ergebnis kann man schlieben, dab auber einem Gittereinflub 
ein AtomeinfluB auf die austretenden Elektronen anzunehmen ist, in der 


1) W. Schottky, ZS. f. Phys. 14, 73, 1923; A. Sommerfeld, ebenda 47, 
1, 43, 1928; Naturwissensch. 22, 49, 1934; J. Weigle, ZS. f. Phys. 40, 599, 
1926; G. Michel, ebenda 46, 403, 1927; 46, 453, 1928; N. Gapon, ebenda 44, 
535, 1927; I. Tamm u. D. Blochinzew, ebenda 77, 774, 1932; W. Distler 
u. G. Moench, ebenda 84, 271, 1933. — *) A.Sommerfeld, ZS. f. Phys. 
47, 1, 43, 1928; Naturwissensch. 22, 49, 1934; Handb. d. Physik XXIV/2. 
— 8) F. Rother u. H. Bomke, ZS. f. Phys. 86, 231, 1933. 
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Form, dab die Bindung der Elektronen an die Atome im Gitter nicht ver- 


nachlassigt werden kann. 


Viel interessanter scheint uns der Gang der Quantenausbeute im 
periodischen System zu sein. Die gemessenen Werte in Coulomb pro Kalorie 
fiir das auffallende Licht gestatten, ein absolutes zahlenmaBiges Errechnen 
der Quantenausbeute nur bis auf eine Konstante. [Die Quantenausbeute 
kann nur auf absorbiertes Licht bezogen werden').] Trotzdem lat unser 
Ergebnis 1. wegen der Gleichheit der Ausbeute innerhalb derselben Gruppe 
des periodischen Systems und 2. wegen der groben Unterschiede von Gruppe 
zu Gruppe auf einen Zusammenhang mit anderen spezifischen Eigen- 
schaften der einzelnen Elementgruppen schlieben und erwarten, daf die 
Ausbeute an Elektronen nicht eine Funktion der zufailligen Oberflachen- 
beschaffenheit ist. Als soleche Materialkonstanten waren anzusprechen: 
Zahl der Valenzelektronen und Art des Gitterbaues, vielleicht auch die 
Raumgruppierung der Elektronen, also Eigenschaften, die bei den jeweiligen 
Klementen senkrecht im System fast gleicher Art und Grébe sind und sich 
waagerecht im System (wie die Ausbeute) sprunghaft andern. Ein zahlen- 
mabiger Zusammenhang zwischen den Materialkonstanten und der Quanten- 
ausbeute liBt sich noch nicht mit Sicherheit festlegen. Es liegt dies haupt- 
sichlich in der Begrenzung der Experimente nach kurzen Wellen zu durch 
die Absorption der optischen Apparatur wie des Photozellenfensters be- 
erindet. Umi ein eindeutiges Bild zu erlangen, mu die lichtelektrische 
Ausbeute bei allen untersuchten Elementen bis in das Gebiet der weichen 
Réntgenstrahlen verfolgt werden. Versuche in dieser Richtung sind in 
Vorbereitung. Durch Vereinigung einer ROntgenréhre mit einer Photozelle 
in einem gemeinsamen Glaskérper wird dieses gelingen?). 


') Die Konstante: Durch Reflexion nicht zur Wirkung gekommenes Licht : 
a) sehr klein, da die Zellform fast ein schwarzer Kérper ist ; b) bei allen Elementen 
fast von derselben GréBe, da die Zelle immer dieselben Mae besaB und 
bei einem schwarzen Kérper die Unterschiede im Reflexionsvermégen sich 
nichtaus wirken kénnen. Die Konstante verschiebt die Kurven der Fig. 6, 
7 und 8 nur um einen kleinen Bruchteil parallel zu héheren Werten. — 
?) AuBberdem wurde auf Vorschlag des Herrn Prof. Suhrmann nach der 
von ihm entwickelten Methode (Suhrmann, ZS. f. Phys. 33, 63, 1925; 54, 
99, 1929) die lichtelektrische Mengenkonstante M und die langwellige Grenze /, 

h-e 


beim absoluten Nullpunkt | i = MT3,75.¢@ 40°: r| berechnet. Die erhaltenen 


Kurven ergaben eine Bestitigung der Suhrmannschen Anschauungen. Die 
Mengenkonstanten zeigen bei den Elementen in den Verwandtschaftsgruppen 
des periodischen Systems Werte derselben GréBenordnung und bei den Ele- 
menten waagerecht im System einen ebensolchen sprunghaften Gang von 
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Schlup. Als Ergebnis unserer Experimente an den Elementen des 
periodischen Systems kann festgestellt werden: Durch lichtelektrische 
Untersuchung der Elemente unter vollstandig gleichgearteten Begleit- 
umstinden (Gasgehalt der Elemente, Unterlagematerial, optische Appa- 
ratur) gelang es, einen Parallelgang der langwelligen Grenze mit den aus 
den Seriengrenzen der freien Atome gewonnenen lonisierungsarbeiten auf- 
zufinden, und fiir die Quantenausbeute festzustellen, dab sie in den (Ver- 
wandtschafts-) Gruppen des periodischen Systems denselben Wert besitzt, 
waagerecht im System aber um mehrere Gréfenordnungen verschieden ist. 
Eine theoretische Deutung auf Grund unserer Anschauungen iiber den 
LichtabsorptionsprozeB, die Elektronenleitfahigkeit und im Zusammen- 
hang mit anderen spezifischen Kigenschaften der Klemente wurde vermieden. 

Der angedeutete Parallelgang in der Ionisierungsarbeit wurde nur 
deshalb hervorgehoben, da er einen Anhaltspunkt bietet fiir spatere 
theoretische Zuordnungen, vielleicht auch zu anderen Kigenschaften der 
Elemente, die zufallig oder auch funktional einen gleichen Gang mit dem 
periodischen System zeigen. Die Bedeutung der Arbeit fiir die medizinische 


Forschung wurde an anderer Stelle dargelegt?). 


Die Arbeit wurde im Institut fiir Strahlenforschung der Universitat 
durchgefiihrt. Es ist mir ein Bedirfnis, meinem hochverehrten Lehrer 
Herrn Prof. Dr. W. Friedrich fir seine stete Beratung und sein grobes 
Verstandnis fiir die Schwierigkeiten dieser Versuchsreihe meinen ergebensten 
Dank zu sagen. 

Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft sind wir fiir ihre 


Unterstiitzung zu gré8tem Dank verpflichtet. 
Berlin, Institut f. Strahlenforschung d. Universitat, September 1934. 


Element zu Element, wie die in Fig. 7 wiedergegebenen Werte fiir die Ausbeute. 
Die Werte fiir , liegen bei allen Elementen 7 bis 12 mu tiefer als die gemessenen, 
verschieben also die in dieser Arbeit erhaltene Kurve fiir die langwelligen Grenzen 
(Fig. 8) nur etwas parallel zu kleineren Werten. — Leider konnten die so 
erhaltenen Resultate nicht mehr in diese Arbeit aufgenommen werden, da der 
Druck schon zu weit vorgeschritten war. 

1) W. Friedrich u. R. Schulze, Strahlentherapie 50, 369, 1934. 
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Eine neue photometrische Methode in der optischen 
Spektralanalyse. 


Von §S. Pina de Rubies in Madrid. 
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 1. Oktober 1934.) 


Die neue Methode besteht darin, dafB man ein Spektrum von verschiedenen 

iibereinanderliegenden Filmen erhilt, die fiir ein bestimmtes / in jedem Film 

erhaltene Schwirzung photometriert, die logarithmische Summe derselben 

bildet, und mit denselben die Kurve festlegt, die der Gesamtschwirzung ent- 

spricht. Die Anwendung besagten Prinzips fiir die quantitative Analyse 

gestattet héchstwahrscheinlich ebensowohl die fundamentalen Linien der 
Elemente wie auch gréBere Mengen derselben zu benutzen. 


Die quantitative Spektralanalyse beruht, wie hinreichend bekannt, 
auf der Messung der Schwarzungen S, welche von zwei Strahlungen erzeugt 
werden, die man vergleicht, und von denen die eine einer bekannten Menge 
des betreffenden Elementes entspricht. Nun kann man aber nur den Teil 
der S-Kurve gebrauchen, welche dem Verhaltnis lg J)// entspricht, der 
praktisch eine Gerade ist und fiir die optische Analyse zwischen den Werten 
S = 0,5 bis S = 2,5 liegt. Der obere Teil der S-Kurve neigt aus Mangel an 
Silber in der Emulsion zu einer Horizontalen hin, und wenn die Energie der 
Strahlung groBb genug ist, oder die Belichtungszeit wachst, geht dieser 
obere Teil der S-Kurve durch ein Maximum und strebt nach der Abszissen- 
achse. Die Ursache dieses Vorgangs ist die sogenannte Solarisation der 
betreffenden Emulsion. Die Vergleichung, welche im proportionalen Teil 
der S-Kurve ausgefiihrt werden kann, ist daher auf kleine Verainderungen 
der Schwairzung beschrainkt oder, was dasselbe ist, auf Strahlungen von in 
gveringen Grenzen sich fndernden Mengen der betreffenden Elemente. 
Darin liegt der Grund dafiir, daf man die Methode der quantitativen 
Spektralanalyse bisher hauptsaéchlich nur fiir schwache Konzentrationen 
eines Elementes angewendet hat. Wenn man durch entsprechende Ver- 
dimnung ein zu untersuchendes Element zwischen die vorerwahnten 
S-Grenzen bringt, so begeht man einen groben Fehler, wenn man bei der 


Bestimmung sich auf die unverdiinnte Substanz bezieht. 


Die Fundamentalstrahlungen der Elemente, besonders wenn man den 


3ogen als Anregungsmittel benutzt, sind so stark, daB sie 


elektrischen 
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praktisch die S-Grenzen iiberschreiten, wie dies schon der Fall ist bei einigen 
Elementen in Konzentrationen von 5- 10-4 g, wenn man 0,05 g Mischung 
im Bogen verdampft, wo die Schwarzung S schon in die Nahe oder sogar 


auf den horizontalen T'eil der S-Kurve fallt. 


Wie gesagt, das Unzureichende der photometrischen Methode riihrt 
von der ungeniigenden Menge empfindlicher Emulsion auf der photo- 
graphischen Platte her, em Fehler, der schwer zu vermeiden ist, da man 
noch fiir analytische Zwecke Platten benutzt, ganz wie am Anfang der 
Spektralverfahren. Da der Zweck unserer Untersuchung die Bestimmung 
von EKlementen mittels ihrer Hauptlinien ist, und zwar an einem Muster, 
bei welchem wenigstens 0,05 ¢ untersucht werden, kamen wir dazu, eine 
Methode auszuarbeiten, die darin besteht, verschiedene hintereinander- 
gelegte Filme zur gleichen Zeit zu belichten, um mit einer einzigen Aufnahme 
unseren Zweck zu erreichen. Die ersten Versuche, die wir anstellten, bestanden 
darin, dali wir zwei aufeinanderliegende Stiicke Kinofilm dem sichtbaren 
Hg-Spektrum im Spektrographen aussetzten. Das Hg-Spektrum wurde 
von einer mit Pyrex-Glas versehenen Hg-Dampf-Lampe, welche mit einer 


Spannung von 1000 Volt arbeitet, hervorgerufen. 


Die Quarzkondensorlinse vor dem Spektrographenspalt ist sphiro- 
zylindrisch, und die Spaltéffnung betrug 7/,9) mm. Die Belichtungszeiten 
wechselten in Stufen von 1 bis 100 sec. Beide Filme wurden gleichzeitig 
entwickelt. Auf dem hinteren Film erscheinen fast alle starkeren Strahlungen 
des sichtbaren Hg-Spektrums schon bei den ganz kleinen Belichtungs- 
zeiten, und einige Stufen waren so stark wie auf dem vorderen Film. Spater 
machten wir Versuche mit drei, vier, fiinf, sechs und sieben hintereinander- 
gelegten Filmen. Diese letzten wurden beeinflubt, sobald man die Belich- 
tungsdauer JT groh genug machte. Um die Solarisation des ersten Films 


zu erlangen, ist eine Belichtungszeit von 380 Minuten nétig?). 


Nachdem die Durchlassigkeit. (Transparenz) der gewodhnlichen Filme 
fir die sichtbaren Strahlungen bewiesen war?), gingen wir zur Photo- 
metrierung der verschiedenen Stufen der beiden zuerst gewonnenen Filme 


uber, deren Intensitaét innerhalb der Grenzen der Proportionalitaét der 


') A.Smakula, ZS. f. Phys. 87, 231, 19383. — *) An dem pan Kinofilm 
Eastman wurde beobachtet, dah, wenn die Intensitit der untersuchten 
Hg 2 = 4358 A-Linie ungefiihr 0,6 den Film iiberschreitet, dieser durchdrungen 
wird und die Schwirzung sich auf dem unmittelbar folgenden Film bemerk- 
bar macht. 
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S-Kurve liegt. Fig. 1 gibt die Stellung jeder der einzelnen Stufen der beiden 
Filme wieder, welche der Linie Hg A = 4858 A entspricht, und zwar A die 
Stellung im ersten Film, B die im zweiten Film. Die logarithmische Summe 
der beiden Kurven ist durch die dritte Kurve G wiedergegeben. Um die 
Genauigkeit dieser Rechnung zu priifen, nahmen wir das Photogramm 
der beiden genau aufemanderliegenden Filme, wie sie in der Kassette des 

Spektrographen lagen; die sich 





6) -— aE y _ 
| | daraus ergebende Kurve F fallt 
7 : ‘ P 

18 | 4 ¥ mit der  theoretischen Kurve 


a zusammen und bestatigt somit 
unsere Annahme!?!). Die Schwir- 
gung S, welche im ersten Film 
gleich 1,46 war, erhéht sich auf 
1,98. In den Versuchsanordnungen 


mit fiinf Filmen bei einer Spalt- 


log #2 _—> 


weite von ”/,5, mm und Be- 





lichtungszeiten bis 380 Minuten 














ad | pas lily gelangten wir bis S = 8 als 
ay Grenze des proportionalen ‘Teils 
der S-Kurve, welche der Summe 
42 der Logarithmen der fiinf Filme 
0 entspricht. 
6 WwW 68 2 00 80 10sec 
lgt—> 7 
aa Kine rasche und annahernd 
ig 


quantitative Schitzung — eines 

Elementes erhilt man durch die Zahl der von einer bestimmten Linie 

seines Spektrums durchdrungenen Filme, wenn man ein anderes Element 

in bekannter Menge hinzufiigt und mit dem in Frage kommenden 
Klement vergleicht. 

Wir untersuchen zur Zeit unter Mitarbeit von J. Doetsch die Anwen- 


dung der Methode zum quantitativen photometrischen Nachweis des Li 


und zwar bei Benutzung der Linie 6707 A?). 


!) Die Neigung der experimentellen Kurve am oberen Ende zur Horizontalen 
ist auf die Lichtarbeitsbedingungen des Photometers fiir diese Messungen zuriick- 
zufiihren. — *#) Um nachzuweisen, ob diese Methode auch im ultraviolettcn 
Gebiet Anwendung finden kann, haben wir beobachtet, daB sogar bis 
wenigstens 2000A Linien des Cu-Spektrums drei der Filme durchdringen. 
Erforderlich ist nur die Sensibilisierung des vorderen Films von der Grenze 
an, wo die Emulsion anfingt zu absorbieren. 
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Die bekannte Filtermethode zur Schwachung der Intensitaét einer 
Linie verlangt offenbar verschiedene Aufnahmen, wobei in jedem Falle 
die Absorption der Blenden wechseln muB. Mit dem logarithmischen 
Sektor sind, wenn die Strahlung sehr stark ist, die Schwarzungen auch zu 
stark; auch darf man nicht vergessen, dab, um eine exakte Analyse emer 
Substanz im Bogen zu erhalten, es wnbedingt notwendig rst, sre vollstdindig 
zu verdampfen, was manchmal fiir 0,05 g Substanz eine halbe Stunde oder 
mehr in Anspruch nimmt, um nicht schwerfliichtige Elemente ganz zu 
verlieren. 

Um nur mit einem Film zu arbeiten, versuchen wir jetzt, mit eimer 
Stufenblende auszukommen, mit deren Hilfe man selbst zur Absorption 
der Fundamentallinien eines Elements in einer einzigen Aufnahme bei 


Verdampfung von sogar 0,5 g eines seiner Salze gelangt. 


Madrid, Instituto Nacional de Fisica y Quimica. Juni 1934. 
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Mathematische Begrundung und Entwicklung einer 
Wabhrscheinlichkeitsrechnung mit finiten Kollektiven. 


Von Hans Blume in Dortmund. 
(Kingegangen am 14. Oktober 1934.) 


In der ,, Vorbemerkung* wird die Problemstellung, aus welcher der bisher nicht 
durchgefiihrte Aufbau einer Wahrscheinlichkeitsrechnung finiter Kollektive 
entsteht, entwickelt. Dieser Aufbau setzt die Schaffung einer Definition fiir 
den Begriff des finiten Kollektivs und die Ableitung seiner mathematischen 
Kigenschaften voraus. Daher bringt § 1 diese Definition und die Operationen 
der Mischung und Teilung. In § 2 wird der fiir alles folgende grundlegende Satz, 
dai Klassen finiter Kollektive immer verbindbar sind, zuniachst fiir den Sonder- 
fall alternierender Kollektive bewiesen. Da die Verallgemeinerung dieses Re- 
sultats auf eine m-fache Verbindung beliebiger Kollektive ausfiihrlichere Rech- 
nungen erfordert, wird sie zum SchluB in den $§5 und 6 gebracht. Dieses Ergebnis 
wird im § 3 zuniichst vorweggenommen und die Bedeutung des ersten Funda- 
mentalsatzes fiir finite Kollektive gezeigt, wiaihrend § 4 die neue Wahrschein- 
lichkeitsrechnung mit einer Lésung des _ Regellosigkeitsproblems _ bringt. 


Kinleitung. Wenn man sich der Aufgabe unterzieht, Wahrscheinlich- 
keitsvorgange mathematisch zu behandeln, hat es den Anschein, man sahe 
sich folzendem Problem gegeniiber: Das Ergebnis eines EKinzelvorganges ist 
als vollkommen unberechenbar vorauszusetzen; will man jedoch auf eine 
Gesamtheit von Einzelergebnissen einen mathematischen Kalkiil anwenden, 
mu man irgend etwas Bestimmtes, d.h. GesetzmaBiges bei dieser Gesamt- 
heit von Einzelergebnissen voraussetzen. v. Mises sucht in seiner Theorie 
dieses Problem dadurch zu lésen, da er annimmt, bei einer endlichen Anzahl 
von Einzelergebnissen sei grundsatzlich alles méglich, bei gedachter unend- 
licher Fortfiihrung der Einzelvorginge jedoch solle eine bestimmte Aussage 
iiber die Folge der Einzelergebnisse méglich sein. Z. B. kann im Spiel mit 
einem Wiirfel fir die Merkmalziffern 1 bis 6 bei endlicher Wurfzahl nach 
seiner Auffassung jede mégliche Haufigkeitsverteilung auftreten; denkt man 
sich aber das Spiel unendlich lange fortgesetzt, so soll jeder Merkmalziffer 
ein bestimmter Konvergenzwert zugehéren. Man hat diese von v. Mises 
bei seiner Theorie zugrunde gelegte Voraussetzung gepriift und ist zu der 
unvermeidlichen Folgerung gekommen, da die Annahme absoluter Willkiir 
in jeder Folge endlich vieler Einzelergebnisse mit der Annahme der Kon- 
vergenz bei gedachter unendlicher Fortsetzung logisch nicht vereinbar 


ist!). Daraus ergibt sich, daB die Heranziehung des Infiniten iiber das ge- 


1) Siehe insbesondere Feigel, ,,Erkenntnis‘‘ Bd. I, Jahrgang 1930. S. 249ff. 
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nannte Problem nicht hinweghilft. Wenn man diesen Sachverhalt annimmt 
und auch den Weg vermeiden will, den Reichenbach eingeschlagen hat, 
indem er zum Aufbau einer Wahrscheinlichkeitsrechnung eine neue Logik, 
die Wahrscheinlichkeitslogik, einfiihrt, bleibt nichts anderes iibrig, als die 
Ansicht aufzugeben, man kénne die Annahme absoluter Willkiir bei jedem 
Kinzelergebnis mit der Annahme einer Gesetzmabigkeit fiir eine Gesamtheit, 
die aus diesen Einzelergebnissen besteht, logisch vereinbaren. Dann stehen 
zwel Wege offen: Entweder behalt man den infiniten Charakter, d. h. das 
Konvergenzprinzip bei, oder man legt finite Folgen zugrunde, wie die 
Praxis sie liefert. Die erstgenannte Méglichkeit ist von Dérge, Kamke 
und anderen aufgegriffen worden, die zweite ist bisher wohl mehrfach an- 
geregt, aber nicht untersucht. Im folgenden legt der Verfasser nun einen 
Versuch vor, eine Wahrscheinlichkeitsrechnung finiter Kollektive aufzu- 
bauen. Die Aufgabe ist in zwei Schritten durchgefiihrt. Zunachst ist nach- 
gewiesen, dafi die von v. Mises in seiner Theorie fiir infinite Kollektive be- 
wiesenen Grundoperationen und Fundamentalsatze sinngemaé8 giiltig bleiben. 
Damit ist der Anwendungsbereich der v. Misesschen Theorie fiir die neue 
gesichert. Diese erste Teilaufgabe hat der Verfasser in seiner Dissertation 
durehgefiihrt!). Die vorliegende Arbeit zeigt dariiber hinaus, da die finiten 
Kollektive Eigenschaften besitzen, die tuber die der infiniten wesentlich 
hinausgehen. Einmal ergibt sich némlich bei ihnen die wichtige Tatsache, 
daB Klassen finiter Kollektive immer verbindbar sind. Ferner finden die fiir 
die Theorie und Praxis jeder Wahrscheinlichkeitsrechnung grundlegenden 
Begriffe ,,Verbindbarkeit*, ,, Unabhangigkeit™, ,,Regellosigkeit*’ eine bisher 
vermifte eimwandfreie Definition und Klarung. Weiter entstehen un- 
gekannte Zusammenhinge tber Verbindbarkeit und Regellosigkeit von 
Kollektiven, die auch das Gesetz der groBen Zahlen neu beleuchten. Diese 
Eigenschaften finiter Kollektive ermutigen dazu, eine neue Wahrscheinlich- 
keitsrechnung aus ihnen aufzubauen. Diese ist zum Unterschied von den 
bisherigen einerseits rein mathematisch interpretierbar und an Erfahrungs- 
tatsachen grundsatzlich einwandfrei priifbar und umfa8t andererseits den 
gesamten Anwendungsbereich der v. Misesschen Theorie. 


Im folgenden bringt der erste Paragraph die Definition finiter Kollektiv- 
klassen und die Operationen der Mischung und Teilung. Im zweiten Para- 
graphen wird der Satz, da Kollektivklassen immer verbindbar sind, zu- 


1) Inaugural-Dissertation der Phil. u. Naturwiss. Fakultaét der Universitit 
zu Miinster: ,,Zur axicmatischen Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. * 
1934. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 92. 16 
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nachst fiir den Fall alternierender Kollektive bewiesen. Die Verallgemeine- 
rung dieses grundlegenden Satzes auf mehrfache Verbindungen beliebiger 
Kollektive erfordert eimge umstaindliche Rechnungen. Dieser Beweis ist 
daher an den Schlu8 der Arbeit zuriickgestellt und in den Paragraphen 5 
und 6 durchgefiihrt. In den Paragraphen 3 und 4 wird seine Giltigkeit zu- 
naichst vorweg angenommen, seine Folgerungen fiir den ersten Fundamental- 
satz besprochen und die neue Wahrscheinlichkeitsrechnung aufgebaut. 


§ 1. Definition finiter Kollektive und die Anwendung der Mischungs- 
und Teilungsoperationen. M (A, B,C,...) sei eine Gesamtheit endlich 
vieler Merkmalelemente A, Bb, C, ..., und heibe ein Merkmalbereich. E,, 
sei eine beliebige Folge von m Merkmalelementen aus M. Ist dann n, die 
Anzahl der in E,, vorkommenden Elemente mit dem Merkmal A, so heibt: 


die relative Haufigkeit des Vorkommens des Merkmalelementes A in E,. 
Dabei ist m immer eine endliche positive ganze Zahl, die natiirlich beliebig 
ero gewahlt werden kann. Jedem Merkmalelement aus M sei eine reelle 
positive Zahl v,, vp... zugeordnet. Alle diese zugeordneten Zahlen seien 
kleiner als 1 und ihre Summe gleich 1. Ihre Gesamtheit T (v,, vp . . .) 
heiBt eme dem Merkmalbereich M zugeordnete Haufigkeitsverteilung. Sind 
Ey, €p, +++, € beliebig klein vorgegebene positive Zahlen, wobei 


in denen die relative Haufigkeit irgendeines Merkmales aus M folgende 


E, + &p +°+:< e, so werden in Zukunft nur solche £, ins Auge gefabt, 


Ungleichung erfiillt: 
Va — Eg < Ay < U4 + Eg; 
Up — Ep < by < Up + Ep, 


usw. 


Ein soleches E,,, das zu einem vorgeschriebenen M, T, ¢ gebildet wird, heift 
ein Kollektiv zum Merkmalbereich M, der Verteilung T und der Haufigkeits- 
schwankung e. Die Gesamtheit aller derartigen #,, zu festgewaihltem M, T, € 
bei variablem n heifbt eine Kollektivklasse. Eine Kollektivklasse ist also 


eben, wenn folgende Bedingungen erfillt sind: 


Yr 
geg 


1. Ein Merkmalbereich M ist definiert. 


© 


2. Eine M zugeordnete Haufigkeitsverteilung T ist gegeben. 


a 


3. Eine e-Ungleichung ist erfillt. 





ie Danas 
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Beisprel: 

1. M (A, B,C). 

2. T (v,, Up, Vc), WO V4 + Up + % = 1. 

3. €, +ép + €,<e ist beliebig klein vorgegeben und zwar gilt: 

V4 — &€4 < ay < U4 + &4; 
Up — Ep <b, < Up + Ep, (1) 
Ve — Eg < Cy < Ve + of 

Auf diese so definierten Kollektive wenden wir die v. Misesschen 
Grundoperationen an. In diesem Paragraphen werden zunachst die Mischung 
und Teilung behandelt. 

Mischung. Man sieht ohne weiteres ein, dai die Operation der Mischung 
anwendbar ist. Fafit man mehrere Merkmalelemente aus M zu einem neuen 
Merkmalelemente zusammen und ordnet in EL, alle entsprechenden Elemente 
diesem neuen Merkmalelement zu, so besitzt dieses als zugehérigen Ver- 
teilungswert die Summe derjenigen Verteilungswerte, aus denen es zusammen- 
gesetzt ist, d.h. M, 7’, e-Ungleichung sind vorhanden. 

Teilung. Die Operation der Teilung werde zunachst am Beispiel (1) 
durchgefiihrt. In dem zugehorigen E,, lasse man alle Elemente unbeachtet, 
die zum Merkmalelement C gehéren. Ist die dann iibrigbleibende Elementen- 
folge E., ein Kollektiv ? 


Es ist: 


ns ci ns/n in On = 
— ee a n'? 
Ns + NB n4/n + Np/n Ay i b, | 
NB np/n See by, — p 
— ae aie 


Ny tne  Mny/n+np/n a, + b, 
Ves ° ° o -* ° ’ ’ . . . 
Fir die neuen relativen Haufigkeiten a,, und 6,, gilt bei jedem HE, 


zum Beispieltyp (1): 





Us —E : , V, +E 
<4, << — i Aes 
(V4 + Up) + € (v, + vg) —€ 
Up —é alll Up +e 
ee See. ead 


(v4 + Up) + € (v4 + Up) — 
Wird also ein ¢’ als Schwankung der relativen Haufigkeiten der Verteilung: 
7 U4 UB ) 
V4 + Up Va t+ Up 


vorgeschrieben, so laBt sich in dem Ausgangskollektiv ¢ so klein wahlen, 
da8 in jedem durch die Teilung entstandenen Kollektiv eine e’-Ungleichung 


16* 
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erfiillt ist. Man sieht ohne weiteres ein, daB allgemein bei der Teilungs- 
operation folgendes gilt: 

Streicht man in M eine Anzahl Merkmalelemente fort und in allen 
zugehorigen E,, die Elemente, die zu den in M gestrichenen Merkmalen ge- 
héren, so erhailt man eine neue Kollektivklasse. Ihr Merkmalbereich M’ 
ist die Gesamtheit der in M stehengebliebenen Merkmalelemente. Der 
Haufigkeitsverteilungswert fiir ein beliebiges Merkmal in M’ ist gleich einem 
Quotienten, in dessen Zihler der urspriingliche Verteilungswert des be- 
treffenden Merkmalelementes aus M und in dessen Nenner die Summe aller 
Verteilungswerte steht, deren Merkmalelemente in M verblieben sind. Ist 
é’ als Schwankung der Haufigkeitsverteilung T” beliebig klein vorgegeben, 
so kann man ¢im Ausgangskollektiv derart waihlen, daB eine e’-Ungleichung 
fiir alle durch die Teilung entstandenen Kollektive E.. erfiillt ist. Also 
ist die Teilungsoperation sinnvoll. 

§ 2. Verbindung zweier alternierenden Kollektivklassen. Das Problem 
der Verbindungsoperation soll zunaichst am einfachsten Beispiele zweier 
alternierender Kollektive geklart und das Ergebnis dann auf beliebige 
Kollektive verallgemeinert werden. Zu dem Zwecke seien die beiden folgen- 
den Kollektivklassen gegeben: 

M (A, B); T’ (v4, Vp); E, + Ep < &} 
V4 — &4 < Ay < U4 + &4; 
Vp — Ep < by < Up + &3; . 
M’ (A’, B’); TT (vgs, vg); €4: + Eg < &3 ”) 


Vat — E4r < Ag < V4 + Ey! 





Up — Eg < by < Up + Ep. 
E, = €1, g €g,---@, und EH = e,,e,,...e, seien Kollektive je einer 
. , . - . ° ’ ’ . 
Klasse mit den genauen relativen Haufigkeiten: a,, 6,,a,,6, und gleicher 
Elementenzahl n. Um die Verbindungsoperation durchzufiihren, fa8t man 


zwei gleich numerierte Elemente aus /,, und EL, zu einem neuen zusammen : 


’ 


Big* Hig 7 0, O55 GyOgy 0-3 Oy Oye 


Zu jeder so gebildeten Elementenfolge gehért der Merkmalbereich: 
M-M’ (AA’, AB’, BA’, BB’). Fir die Haufigkeiten gelten folgende 


Gleichungen: 


Na a' + Nap + Npa' + Ney = Nn, 
Naa' +Nap = Ny; (2 a) 


Naar t+ Mpa = Ng. 
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Da n,n, , 4, Vorgegeben sind, so werden durch Verfiigung tiber eine Grobe 
der neuen relativen Haufigkeiten alle ibrigen mitbestimmt. Wenn auch die 
Ungleichungen (2) fir H,, und E), gelten, so kénnen bei der Verbindung 
E,,-E,, Haufigkeitsverteilungen erscheinen, die in ihren Hinzelwerten 
stark voneinander abweichen. Es erhebt sich zunachst die Frage: Welche 
verschiedenen Hiaufigkeitsverteilungen kénnen iiberhaupt auftreten? Um 
dies zu entscheiden, denke man sich von EW alle verschiedenen Permutationen 
sebildet und jede genau einmal mit dem gleichen Kollektiv E,, zur Verbin- 


n , ‘ 
dung gebracht, so dah ( ) Verbindungen entstehen. Man _ berechnet 


14" 
leicht, in wievielen von ihnen x A’-Elemente unter den n, A-Elementen 
stehen, wobei ohne Einschrankung der Allgemeinheit 2 = 0,1, 2,...n,,<in, 


genommen sel. Diese Anzahl betragt: 


("a ("Ma 7 ey m (1 —a,) 9g 
a iit A @ Moa a (8) 
FaBt man (8) bei festen Werten fir n,n, und n,, als Funktion von x auf 
und stellt durch Quotientenbildung das Maximum fest, so ergibt sich: 
N Ayn An —1 < Bmax < MA Gn + 2. 

Diese Beziehung legt es nahe, zu fragen, welcher Bruchteil von allen er- 
haltenen E,,- E,, fiir das Merkmal AA’ eine solche relative Haufigkeit 
besitzt, die von dem Wert a, - a, um héchstens & abweicht. Um dieses zu 
entscheiden, schatzen wir folgenden Ausdruck ab: 


( pm » ( m (1 — p) 

 . te | qm (1—a »)) 4 
c. m (4) 

ail 

Dabei werden fiir p, g, « reelle positive feste Werte angenommen, wahrend m 

gegen Unendlich wachsen soll. Man erhalt z aus (3), wenn man a, = p, 

a=qapqm=2 undm=nsetzt. Zieht man zur Durchfihrung der 

Abschatzung die Stirlingsche Formel heran: 





m! = m™.e-™.V2am, 
kiirzt und setzt: 4 
“c= 1 — “~“SES » 
\m 


logarithmiert und vernachlassigt die positiven ganzzahligen Potenzen von 


A/\ m., so erhalt man schlieBlich: 





1 _Pq 22 
-e@ @—pa—q 2, (5a) 


° ~g 2am pq (l— p) 1 — q) 





NA COT EO ER EE RT Oe 


ne RE ETT Te Oe EO ey ere 


2 NRE ee eee ee 


a 
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d.h. 2: lm -> Konstante, wo diese Konstante die noch zu bestimmende 
Gréfe A enthalt. Ihre Bedeutung ergibt sich durch die Abschatzung der 


Summe aller z-Werte bei grobem festem m und kleinen 2/\m Werten 





zwischen: 


I— &§ Gacil+e’. 5 

Um diese Summe abzuschitzen, integriert man bei festem m, p,q iiber: 
z-d(apqm) = z-pqVmda 

in den fiir « gegebenen Grenzen, woraus fiir A folgt: 

—e'VmxsiAacst+e'Vm und 4’ = ¢’ Vm. 


Man erhalt dann: 
_ +2! : 
-~ pq R43 
Pq e a—pa q) 2 di. (5 b) 
22 (1 — p) (1 — q) 





Ta 
j 


Dieses Integral geht durch einfache Substitution in das GauBsche Integral 


(5e) tiber: 


ee 
] 
Ps —y? d 5) 
| t e ‘ . 
—y' 
wo ae ee ee 
1s/d—pa— 
y’ = a = 4 a2 (5 d) 
2pq 


Das Integral (5c) nimmt fiir y’ = co bekanntlich den Wert 1 an. Aus 
diesem Ergebnis folgt, wenn man bedenkt, dab nach EKinsetzen von p = a,, 
q a, m n das Produkt An? a, die relative Haufigkeit des Merkmals 
AA’ bedeutet: 

Die Menge aller derjenigen Verbindungen FE, - E.. in denen die relative 
Haufigkeit des Vorkommens des Merkmalelementes AA’ um weniger als ¢é’ 
von dem Produkt a,,- a, abweicht, ist asymptotisch fir groBe n und kleine 
2/Vn gleich einem Bruchteil 1— @ von der Gesamtmenge aller méglichen 
auftretenden Verbindungen E,,-H,. Dabei kénnen e’ und # als beliebig 
kleine positive Zahlen vorgegeben werden. Mit Hilfe von (5c) ergibt sich 
aus @? die GréBe y’, aus der man unter Benutzung von (5d) 2’ erhalt. Eine 


/ 


untere Schranke der zugehérigen Werte von n ergibt sich aus: V/Vn = ¢. 
Wenn man also n geniigend groB wahlt, wird beinahe die Gesamtheit aller 
méglichen Verbindungen eine relative Hédufigkeit des Merkmals AA’ be- 
sitzen, die beliebig wenig von dem Produkt a,- a, abweicht. 
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Nach den Gleichungen (2a) gelten fiir die relativen Haufigkeiten der 
iubrigen Merkmale, wenn das Merkmal A A’ die relative Haufigkeit « - a, - a, 


besitzt : 


Na A’ 
nN = “ay, Gy, 
Ns B' 
= a, (1 —«b,), 
Np aA’ , 
n — by, (1 me Ay) 
"RB B’ 
ee 1—a, —b, + aa, -b,, 
Mithin wird fir « = 1+ — und -— < &’, daa, <1 und b, <1, 
\n \n 
Na A’ 
A, A, —€ < < Q,@, + €&, 
n 
Np 
’ , B' A ’ , 
Gy, b, — n Qy by + €, 
(6) 
NR A’ 
, , > ’ / 
b, An — € Dy Ay, + é, 
n 
P Np B' ’ 
b, b, —eé < : < b,b, + &. 





Dabei ist nach Voraussetzung: 

(a, + dy) (Qn + by) = Gy ay + ay bd, + Dy an + 6,6, = 1. 
Wenn also fiir die relatiwwe Haufigkeit des Merkmals A A’ die erste Ungleichung 
in (6) erfiillt ist, so weichen die tibrigen relativen Haufigkeiten héchstens um e’ 
von dem Wert ab, den man durch Multiplikation der den Merkmalen zuge- 
hérigen relativen Hdufigkeiten erhdlt. 

Dieses Resultat, das fiir die genauen relativen Haufigkeiten a, und a, 
erhalten ist, labt sich auf die Verteilungswerte v, baw. v,, ausdehnen. 
Zuvor fiihren wir folgende Definition ein: 

Unter der Verbindungskollektivklasse der durch (2) definierten 
Kollektivklassen versteht man die Kollektivklasse, welche durch folgende 


Formeln gegeben ist: 


M" (4 A’; AB’; BA’; BB’), T” (v4 413 Us Bs Upa's Upp’); 
Vs, A’ = V4°V4'; VaR = V4A°UB’s Uppal = VB’ V4'; UBB = UB: UB’; 
_ Naa! (7) 
4% < < Uga' + Mp 
n 
usw. 
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Hier ist 4, beliebig klein vorgegeben. Man erhalt die neue Kollektivklasse 
aus den gegebenen Kollektivklassen, indem man die Merkmalbereiche der 
gegebenen Kollektivklassen und deren Hiaufigkeitsverteilungen je kom- 
binatorisch multipliziert und dem so erhaltenen neuen Merkmalprodukt das 
entsprechende Produkt der relativen Haufigkeiten zuordnet. 

Nun gilt folgender Satz: 

Verbindet man je einmal ein beliebiges Kollektiv E,, aus einer Kollektiv- 
klasse mit den sémtlichen verschiedenen Permutationen eines Kollektivs EF, 
aus einer zweiten Kollektivklasse, so gehért fast die Gesamtheit der so ent- 
stehenden Verbindungen zu der oben definierten Verbindungsklasse, wenn 
nur » geniigend gro genommen ist. D.h. genauer: Die Zahl der nicht zur 
Verbindungsklasse gehérenden Verbindungen wird im Verhaltnis zur Gesamt- 
heit aller zu ihr gehérenden beliebig klein, wenn nur n hinreichend groB ist. 

Um dies einzusehen, hat man zu bedenken, dab: 

(U4 + & (Var t &) Srg-ty + 8e. 
Mithin ist unter Beriicksichtigung von (2), (6) und (7): 
V,9V4,—B8e—e’ < waa < 04°04, +86e-+ €&. 
Wahlt man in den Ausgangskollektiven 3 ¢ + e’ < 7, so lassen sich die 
GréBen # und 7, beliebig klein vorgeben. Aus # berechnet sich nach (5c) 
baw. (5d) unter Beriicksichtigung von e’ eine obere Schranke fiir 4’ und 
danach eine untere Schranke fiir n, weil: 
4) a 

oan — 

Veg: Up — Ni, \n 


Dieses Resultat besagt, da man in der Abschaétzungsformel (5b) statt der 


s7 , 


Y 


genauen relativen Haufigkeiten die Haufigkeitsverteilungswerte v,, Up, 


V4, Up elnsetzen kann, ohne das Resultat wesentlich zu 4ndern. Damit ist 
aber folgender wichtiger Satz zunachst fiir Alternativklassen bewiesen: 
Verbindet man die Gesamtheit der Kollektive einer Kollektivklasse K mit 
samtlichen Kollektiven einer zweiten Kollektivklasse K’, indem man alle 
Kollektive E,, mit allen E, je einmal bei festem n verbindet und n immer 
gréper wahit, so gehért fast die Gesamthert aller entstehenden Verbindungen 
2u der zugehérigen Verbindungskollektivklasse. 

Dies driicken wir kiirzer aus, indem wir sagen: 

Zwei Kollektwklassen finiter Kollektive sind immer quaswerbindbar. 

Der allgemeine Beweis einer mehrfachen Verbindbarkeit beliebiger 
Kollektive erfordert, wie eingangs erwahnt, einige ausfiihrlichere Rechnungen, 
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die am Schluf der Arbeit in den §$5 und 6 durchgefiihrt werden. Hier 
nehmen wir das Ergebnis des Beweises zunachst vorweg. Es lautet: Hine 
Anzahl von m beliebigen Kollektiwklassen ist vmmer quasiverbindbar. Im 
folgenden Paragraphen ziehen wir die Folgerungen aus diesem Satz. 

§ 3. Der erste Fundamentalsatz und seine Anwendung auf quasiverbind- 
bare Kollektwklassen. Zunichst sei hervorgehoben, dab in die Rechnung 
finiter Kollektive die Definitionen iiber ,,Erzeugende Funktion, Mittelwert, 
Erwartungswert, Streuung’* ohne weiteres in der Form tibernommen werden, 
wie diese bei v. Mises angegeben sind. Ebenso gelten die abgeleiteten Satze 
sinngemaéB fiir Kollektivklassen mit geometrischem Merkmalbereich und 
kontinulerlicher Haufigkeitsverteilung. Die Rechnung mit diesen letzteren 
ist in der Dissertation des Verfassers ausfithrlich behandelt. Auch der erste 
Fundamentalsatz ist an der genannten Stelle 8. 13ff. ausfiihrlich erértert 
und fiir die Theorie finiter Kollektive bewiesen. 

Wir nehmen an: Es seien die (m + 1) Kollektivklassen in der in § 6 
angegebenen Form (18) gegeben und sie seien in der dort angegebenen Weise 
zur m-fachen Verbindung gebracht. Jedes Element in einer solchen m-fachen 
Verbindung ist (m+ 1)-dimensional, da es aus m-+ 1 Zahlen besteht, 
die je den in (13) definierten m + 1 Merkmalbereichen entstammen. Wir 
wenden nun die Mischungsoperation an, indem wir alle diejenigen (m + 1)- 
dimensionalen Elemente zu einem neuen Merkmal zusammenfassen, die als 
arithmetisches Mittel ihrer m+ 1 Einzelelemente den gleichen Wert  be- 
sitzen. Dann besagt der erste Fundamentalsatz: Falls m geniigend grof 
ist, ist in einem durch m-fache Verbindung erhaltenen Kollektiv, das der 
Verbindungsklasse angehért, der Bruchteil aller derjenigen (m + 1)-di- 
mensionalen Elemente, in denen das arithmetische Mittel um weniger als 
z>0 von dem zugehérigen Erwartungswert abweicht, gréber als 1— 0”, 
wo zund # > 0 unabhangig voneinander beliebig klein vorgegeben werden 
kénnen. 

Weniger genau kann man sagen: Fast simtliche (m + 1)-dimensionalen 
Merkmalelemente dieser Kollektive besitzen ein arithmetisches Mittel, das 
ungefihr mit dem Erwartungswert iibereinstimmt, wenn m geniigend 
gro ist. 

In der Dissertation des Verfassers ist mitgeteilt, unter welchen Be- 
dingungen dieser Satz giiltig ist. Insbesondere ist dort auf den 8. 17 und 18 
angegeben, wie man m aus den vorgegebenen Grében z und # berechnen 
und wie man die relative Haufigkeitsschwankung ¢ in den Ausgangs- 
kollektiven abschatzen kann. Wenn wir ¢ in den Ausgangskollektiven so 
wahlen, wie wir am Schlub von § 6 ausfiihren werden, wird es die Voraus- 


e 
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setzungen des ersten Fundamentalsatzes erfillen, falls unter 7,, die GréBe 7, 
verstanden wird, die auf der $8. 18 der Dissertation bei der Abschatzung ein- 
gefiihrt ist. Dann besagt der Satz iiber Quasiverbindbarkeit, da nach 
Vorgabe von m, # und »,, bei hinreichend grobem n der Bruchteil 1 — 9’ 
aller nach der Bildungsvorschrift erhaltenen m-fachen Verbindungen der Ver- 
bindungsregel geniigt, d. h. fiir diesen Bruchteil sind die Voraussetzungen 
des ersten Fundamentalsatzes erfiillt. Dabei kann 3’ > 0 beliebig klein 
vorgegeben werden. 

Daraus folgt: Der Bruchteil (1 — 3) (1— 2”) von allen erhaltenen 
(m + 1)-dimensionalen Merkmalelementen besitzt ein arithmetisches Mittel, 
das héchstens um z vom zugehérigen Erwartungswert abweicht, wenn nur n 
hinrewchend gro ist. 

Dieses Ergebnis erweist sich bei dem Aufbau einer Wahrscheinlichkeits- 
rechnung als besonders wichtig und interessant fiir den Fall m + 1 identischer 
Kollektivklassen. In diesem Falle besagt es namlich: In dem Bruchteil 
(1 — #) (1— #”) der Gesamtheit aller (m + 1)-dimensionalen Elemente 
kommt jedes Einzelmerkmalelement der Ausgangskollektivklasse mit einer 
relativen Hiaufigkeit vor, die héchstens um z von demjenigen Haufigkeits- 
verteilungswert abweicht, den das betreffende Einzelmerkmalelement in 
der Ausgangskollektivklasse selbst besitzt. Durch passend gewahltes m 
und » kann der genannte Bruchteil beliebig nahe an 1 herangebracht werden. 

§ 4. Aufbau einer Wahrscheinlichkeitsrechnung aus finiten Kollektwen. 
Im folgenden bandelt es sich um die Frage, wie der bisher entwickelte 
mathematische Kalkiil Erfahrungstatsachen zugeordnet werden kann. Im 
AnschluB an das Vorgehen von v. Mises denken wir bei diesen zunachst 
an Wiederholungsvorginge von EKinzelfaillen und behalten uns vor, den 
Zusammenhang der hier mitgeteilten Wahrscheinlichkeitsrechnung mit der 
physikalischen Statistik besonders zu untersuchen.  LBeziiglich der im 
folgenden gegebenen Definition einer Wahrscheinlichkeitsfolge mége nicht 
unerwahnt bleiben, dab es nicht ausgeschlossen erscheint, die Scharfe der 
Bedingungen zu mildern. 

Wir zeigen zunachst, da8 man rein mathematisch solche Elementen- 
folgen bilden kann, die den v. Misesschen vier Grundoperationen genigen. 
Wir denken uns einen Merkmalbereich M, eine Verteilung 7 und eine 
Haufigkeitsschwankung ¢ vorgegeben. Nun bilden wir irgendein Kollektiv 
E,, > Np (€) dieser Kollektivklasse. E,, erweitern wir durch Anhangen von 
Merkmalelementen derart, daB folgende beide Bedingungen erfiillt bleiben: 

1. Jede Gesamtheit E® (y = 1,2,...) von m liickenlos aufeimander- 


folgenden Elementen soll ein Kollektiv der vorgegebenen Klasse sein. 
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2. Alle méglichen verschiedenen Kollektive aus der durch M, T, ¢, n 


wait 


festgelegten Gesamtheit der Kollektive sollen gleich oft vorkommen. D. h. 
die Menge N der E wird, wenn r die Elementenzahl des Merkmalbereiches 
M ist, roh abgeschatzt, betragen: r”. 

Hine derartig gebildete Folge wollen wir mit F bezeichnen. Sie besitzt 
folgende wichtigen Eigenschaften: 

1. Fir groBbe Werte von n baw. N, die allein hier in Frage kommen, 
gehort F zur gleichen Kollektivklasse wie die EH’, aus denen es gebildet ist. 

2. Bildet man aus F die Serie der Folgen E'”, |, so sind fiir solche 
Werte von m, die klein gegeniiber n sind, simtliche igh » WKollektive einer 
Kollektivklasse, deren Verteilungswert und Haufigkeitssechwankung 





héchstens um den Bruchteil m/n von den urspriinglichen Werten abweichen 
kénnen. 


3. Auf F und alle zugehérigen E® sind die Operationen der Mischung 


JS ROA 


und Teilung anwendbar. 
4. Die Gesamtfolge F ist quasiverbindbar, d.h. die Verbindungs- 
operation ist anwendbar in folgendem Sinne: 


v) 


» mit irgendwelchen anderen E’? aus F 


a) Verbindet man irgendein E‘ 
k-fach, so wird fast die Gesamtheit aller entstehenden Verbindungen 
zur zugehérigen Verbindungskollektivklasse : 

M, = M, 
7, = F, 
Nk 
gehoren, wenn nur » geniigend grob gewahlt ist. Die GréBen 7», > 0 und 





) > 0im Bruchteil 1 — # aller k-fachen Verbindungen, die zur defimerten 
Verbindungskollektivklasse gehéren, lassen sich beliebig klein vorgegeben 
denken. 

b) Hat man k verschiedener solcher Foigen und bildet man die Gesamt- 
heit aller k-fachen Verbindungen fiir je n aufeinanderfolgende Elemente 
aus jeder der k Folgen, so gehért fast die Gesamtzahl aller Verbindungen 
zur zugehorigen Verbindungskollektivklasse. 

5. Die Gesamtfolge F ist quasiregellos in folgendem Sinne: Verbindet 
man F' in der unter 4a definierten Weise k-fach mit sich selbst, und denkt 
man sich jede entstandene Verbindung als Matrix geschrieben, so stehen in 
den senkrechten Spalten einer Matrix k + 1 Elemente folgender Nume- 
icin Cro 4 ve Crp tys Cotes oe Cm tys (I) 
wo v der Reihe nach die Zahlen 1,2, ...m durechlauft und die Zahlen 
Yo. V4, Vg, --- Y, irgendeine Kombination von N Zahlen zu k + 1 Elementen 
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mit Wiederholung darstellen. Die Gesamtheit aller Spalten erhélt man, wenn 
man die indizierten v-Werte alle méglichen angegebenen Kombinationen 
durchlaufen lat. Man kann dies auch so auffassen, als wenn man je 
k +-1 Elemente aus F auf alle nur mégliche Weise ausgewahlt und jede 
dieser Auswahlvorschriften, wie (I) angibt, auf n folgende Elemente in F 
gleichmabig angewandt hatte. Ist k geniigend groB, so folgt aus der vierten 
EKigenschaft, da der erste Fundamentalsatz anwendbar ist. Dies besagt 
fiir unseren Fall unter Bericksichtigung der ersten Eigenschaft: Fast 
simtliche Spalten aus k + 1 zusammengefaBten Elementen aus F' besitzen 
fast die gleiche relative Haufigkeit wie F selbst. Man kann das auch folgender- 
maBen ausdriicken: 

Gegeniiber der Gesamtheit der méglichen Auswahlvorschriften mit je 
k + 1 EKlementen ist F nahezu invariant vn bezug auf die relatwen Haufigkeiten. 

Dies ist gemeint, wenn wir sagen: Die Gesamtfolge F ist quasiregellos. 

Es ist nicht ohne Interesse festzustellen, dab die Quasiverbindbarkeit 
und die Quasiregellosigkeit von F lediglich von der Elementenzahl n baw. N 
abhaingt, und beides um so vollkommener eintritt, je gréBer diese Zahlen 
sind. Wir nennen diese Folgen F auf Grund ihrer mitgeteilten Eigenschaften 
,, Wahrscheinlichkeitsfolgen*. Damit haben wir fiir Wahrscheinlichkeits- 
folgen folgende Definition erhalten: 

Kine endliche Folge von Elementen heiBt eine Wahrscheinlichkeitsfolge, 
wenn sie folgende Bedingungen erfiillt: 

1. Alle Elemente in F gehéren zu einem Merkmalbereich M. 

2. Es existieren eine Verteilung 7’, eine Haufigkeitsschwankung ¢ und 
ein m derart, daB alle EY’ (vy = 1,2,...N) Kollektive der Klasse M, T, ¢ 
sind und alle bei festem m méglichen verschiedenen Kollektive dieser Klasse 
gleich oft auftreten. 

Wahrscheinlichkeitsfolgen besitzen die mitgeteilten fimf Kigenschaften, 
d. h. u. a. sie geniigen den vier Grundoperationen. 

Nachdem auf diese Weise der Wahrscheinlichkeitsbegriff rein mathe- 
matisch definiert ist, ordnen wir ihm durch folgende Definition Erfahrungs- 
tatsachen zu: 

Eine liickenlose Folge beliebig oft wiederholbarer Evnzelerevgnisse unterlregt 
einer Wahrscheinlichkeit, wenn die von thr gelieferte Elementenfolge eine Wahr- 


scheinlichkertsfolge rst. 

Ob auf eine gegebene Folge die Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
anwendbar sind, ist demnach an Hand unserer Definition der Wahrschein- 
lichkeitsfolge grundsatzlich entscheidbar. Dem mathematischen Charakter 
der Theorie entsprechend tritt das Anwendungsproblem zunachst nur in 
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der Gestalt auf: Wenn bestimmte Naturvorgange erfahrungsmabig bisher 
immer Wahrscheinlichkeitsfolgen geliefert haben, so ist nach dem In- 
duktionssatz zu erwarten, dab kiinftige Beobachtungen wieder Wahrschein- 
lichkeitsfolgen ergeben. Eime Antwort auf die Frage, warum wir bei einem 
.richtigen** Wirfel die relative Haufigkeit '/, erwarten, kann eine rein 
mathematische Theorie nicht geben. 

In den beiden folgenden Paragraphen wird der am SchluB von § 2 
angekiindigte Beweis fiir die Quasiverbindbarkeit beliebiger Kollektiv- 
klassen nachgetragen. 

§ 5. Die Verbindungsoperation fiir zwei beliebige Kollektiwwklassen. Wir 
wenden das Ergebnis von § 2 auf zwei beliebige Kollektivklassen an und 
nehmen zunachst folgendes als gegeben an: 

M(A,B,C);  T(v4,0p,0c); €4 + Ep + & < &3 
VU, — Eq < Ay < U4 + E4; 


Up — Ep < dy < Up + Ep, 





Ve — Eo < Cy < Ue + &¢3 (8) 
M’ (A’, B’); T (v4', Up’); E4', + Ep < &3 

Va1— Egr < A, < Vg + Ey), 

Vp — Ep < db, < Up + Ep. 


Denkt man sich auch hier wieder alle verschiedenen Permutationen eines 
Kollektivs E,, mit festem ” je einmal mit dem gleichen, im iibrigen aber 
beliebigen EL, zur Verbindung gebracht, so wird die Anzahl derjenigen Ver- 
bindungen E,,- £,, in denen von den n,, A’-Elementen x unter den n, A-, 
y unter den n, B- und z unter den n, C-Elementen stehen, im Verhaltnis 
zur Gesamtzahl aller moéglichen: 
' an ("") 

ohelhs 

“ : 3 (9) 


. te 
Mat 


Um diesen Ausdruck fiir grobe Werte von n abzuschiatzen, ziehen wir die 
in § 2 durchgefiihrte Abschétzung heran. Dies wird dadurch mdéglich, dab 


| 


wir den Ausdruck (9) folgendermaben erweitern: 


( ( n—MN, (“* Ne 
= fg, tie) 


(10) 


Nat Na'—Tz 


2 
te 
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Wir schatzen beide Briiche einzeln ab. Der erste ist friiher abgeschatzt. Den 
zweiten formen wir um. Es ist in ihm némlich die Gesamtzahl: 


Mm, = Npt+N = N—MN, n (1 — a,) 
und ferner: 


| ’ ’ 
y+z = M—2 = na, (l—a,a,) = My. 


Wir setzen diese Werte in den zweiten Bruch von (10) ein und erhalten: 
(™e ) (™ — np 
Ly] \ ng — “4 
(™ 
ty 


Damit ist der zweite Bruch auf die Form (3) gebracht, wir kénnen ihn also 


° (10 a) 


nach Form (4) abschaitzen. Zu dem Zweck setzen wir: 


np = Pym; mM,—Np = mg (1 —p,); 
ha = Qc m,, 
Y = A Po Iq Mo- 


Hier ist zur Kennzeichnung des zweiten Bruches iiberall der Index 2 an- 
gehangt. Wir ziehen nun Formel (5a) zur Abschaétzung heran, wobei wir 
bedenken, dab: 





— Np NB ~ by 
' mM, n (1 — ay) 1—a,’ 
1— a, — by, 
l —_— Po = - 9 
4 1—a, 
my a, (1 — a, a,) fo 1—«, a, 10 | 
I = = —__——— = @, )) 
mM, n (1 —a,) l—a, 


Dabei ist «, der Faktor « aus dem ersten Bruch, der hier zur Unterscheidung 
mit dem Index 1 versehen ist. Bei der Abschatzung beider Briiche von (10) 
werden im ersten Bruch alle ganzzahligen Potenzen von 2,/V¥n und im 
zweiten die von 


A, A, 
\m, \n (1 —a,) 


vernachlissigt, wo A, und A, durch 


eingefiihrt und «, und «, unabhangig voneinander sind. Bei diesem Grenz- 


iibergang geht nach (10b) q, asymptotisch in a, iiber. Also ergibt sich 
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, o ' A A. 
asymptotisch fiir (10) bei n + 0 und —L, ———* —+ 0: 
yn }n(1—a,) 
’ e 
an In Ay 
- | l . (1—a,) (1 a.) ? 
“9 — / C r ? 
2 a, a, (1 —a,) (l—a,)n 
by Ay ag 





a —- 
l1—a (1—a,—b,)(1—a,) “ 


P ; n e 
2m (J — oy by) (1 isi Ay) by, "Ay 
Fir die Ubertragung auf zwei beliebige Kollektivklassen nehmen wir 
folgendes als gegeben an: 
mm (a™, 2.4 A, «04 APP; 


m ‘ - 5 ° 
a (V ,(@s ee DQ) indies Usk + 1))3 


V4) —& <_<. Vm +E, Y= i ey FSF. 


AM 
k+1 
Ab tin <6: 
sida (11) 


M, (B®, ..., BY, ..., Bet); 


T, (V pcs e © %% (wu) ee eg Dp oa 1)) ; 
Ol 8ai < 1) < 0 +8 pe = 1,2,...,.m+1; 
BO BY) n Bh) Rio , i ’ 


m+1 


— © 


“a= i] 


Ri) . 





Wir fragen nach der relativen Anzahl derjenigen Verbindungen E_-E., 
in denen bei festem v = 1,2,...(k + 1) unter den ,()-Elementen des 
Merkmals A® a-Elemente des Merkmals B™ stehen, wo fiir jeder feste v 
der Merkmalindex w = 1, 2,...(m-+ 1) genommen wird, wenn alle ver- 
schiedenen Permutationen eines Kollektivs EZ, je einmal mit demselben 
Kollektiv EZ, zur Verbindung gebracht werden und a“? und b™ die genauen 
relativen Haufigkeiten von EZ), und E, sind. Die gesuchte relative An- 


zahl 2, ist: 


/ n (1) (1) 
ey NM ktD | A) — a kg $1) © k+1) 
a) “ae np) alr (2) 
T 4) Dik + 1) Z 4(2) / D (k+1) (11 ) 
Zkm = - en — —__— — a 
m n! 
m+ 1 ; 
TT ! 
1] (nw)! 
“1 


Durch ahnliche Uberlegungen wie beim Ausdruck (9) kann man (11a) in 
ein Produkt aus km Faktoren verwandeln und auf jeden die Abschatzung (5a) 
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anwenden. Im vy-ten Faktor ist dabei: 


Bia 
—a = 
Vm, 
Fir 
A 
n—> oo und <r 
} Myu 


wird dann, wie man sich durch Rechnung leicht iiberzeugt: 





(0) (1) (v— 1) (0) (u —1) 
m,, ~n(l—a, —a, —---— | ee ), 
ao 
(i 
Pru ™ : 
(0) (1) (v—1) 
l1— a, —a, —:::-—a@, (11b) 
_ 
l 
Gvu re . 
) (1) (u 1) 
l o—— b, -_- b, ——m © 06 = — b, 


Fiihren wir a‘? = 0 und b = 0 ein, so wird also unter den gemachten 
Voraussetzungen beim Einsetzen von (11 b) in (5a) fiir (11a) als Abschatzung 


erhalten: 





k,u=m - 
, (1) a (0) (1) (u —1) 
y’ ~~ oss ") (l= bi — 6, aap is -— by ) 
km ( (0) - wr sa roy 7 . (u) 
aaa POL a A - b we) 
v=3 2. & ae} 
awe pi) 2? 
n n “vu 
(0) (1) fe (¥) (Oo) a 2 
e (1 n n . n )(a b, — 0, ) 2 


Wir schatzen nun die Summe aller an on ab fiir: 


lL— e Say, S 1+ e’. 


Zu dem Zwecke miibten wir 2, ,,, km-fach tiber d («, ,P, 4 yu", 4) Ntegrieren. 
Wir setzen jedoch hier die asymptotischen Werte aus (11b) fiir p, , und q,,, 
ein und integrieren dann. Dadurch erhalten wir fiir das eigentlich gesuchte 
Integral einen asymptotischen Integralwert, der fir 


) 


n— oo und —= -0 
Im u 
sich leicht berechnen la8t, weil alle Integrationsvariablen jetzt unabhangig 
voneinander sind. Es wird also integriert tiber: 


l 


(ry) ~~ 


eee ae IR ree emer 
V(i—a,”’ —---—a, ') (1 — by’ — +++ — bp ) 





n 
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in den Grenzen: 
—_ 
—— £ Vm u <r <= e’ | My we 
Dann erhalt man fiir grobe Werte von n und kleine von e’ asymptotisch: 


m=>=ku>m 


(v) 7(u) 
F ; iT) bi, 
a 9 | (0) (r) | ay po 
2 zt ( re Sees? dn ) ( , ne es re ) 
y¥= 1, 4=1 
, (rv) , (tM) 42 
i’ , a, 6) “ 
_ (9) (1) (0) (u) 2 
oe wee a } ios ae 
| e (1 a), “2 ) (1 n On ) d - (12) 
—_ A, u 


Die Integralformel (12) stellt eine Produktfolge von km-Integralen dar, 
und man kann sie gréBer als 1 — #, wo 3 > 0 beliebig klein vorgegeben ist, 
machen. Dazu braucht man z. B. jedes Einzelintegral nur gréBer als 


km 


¥1— # zu machen. Durch die Transformation: 








* ) 7p) 


| pe: 


geht jedes Einzelintegral in das Gaubsche tiber: 


1 j ea ic, ; 
| e GY, p> (12a) 


km 
Durch passende Wahl von y’ wird dieses Integral gréBer als 11 — #. Da 


y’ fiir alle Faktoren gleich ist, sind simtliche: 


¢ , (V4) (v) 
’ ae 2 y . Gy < An 2h) 
ee ae paar , oO ae oat (12 b) 
| ) 1 
Val pi pit) < of 


. - — al ° m 
d.h. man kann eine Hochstschranke fiir alle A,,, und damit eine untere 


Schranke n, fiir n angeben, namlich: 
A, 
<a oe 
Vimy w 
Avu I 


E va ane a” es ce a, ) (1  mabagethysc 2 + bY) 
> : = —— ——— ag (12 ¢) 
ere . \ 
e' | a‘ ee + 1) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 92. 17 


a ee 
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Bei der Annahme von £, “ i’ als Integrationsgrenzen und der Wahl n> n, 
wird F’, gréBer als 1 — #. e’ und # sind dazu beliebig vorgebbar. 
In der Formel (12) wird tibec km relative Haufigkeiten in den Ver- 


bindungen - E verfiigt. Es lat sich leicht erkennen, dai damit alle 


(kk +-1)-(m + 1) ittherhaupt auftretenden relativen Haufigkeiten sich be- 
rechnen lassen, da noch (k + 1)-(m+1)—km = m-+k-+1 lineare 


Gleichungen in simtlichen vorkommenden relativen Haufigkeiten bestehen: 


k j : ! 
~ * M6) plu) 
— l, 
, la] n 


wobei tiber alle Kombinationen von k +1 und m +1 ganzen positiven 
Zahlen zu je zweien summiert wird, und 


m+ tl n n 


A) BH 4 
S ' — : y=1,2..,k, 
u 1 n n 
k+1 M0) plo MN (uw) | 9 
>) — ’ lu a 9 Sy te 8s mM. 
v=1 nN n 


Rechnet man hier die fehlenden relativen Haufigkeiten aus und bedenkt, 
daB die mk gegebenen je um e’ schwanken kénnen, so lehrt eine einfache 
Uberlegung, da die tbrigen um weniger als ¢, = kme’ um den Wert 
a, b, schwanken kénnen. Wahlt man daher in (12¢) e’ < €,/km, so stimmen 
siimtliche auftretende relative Haufigkeiten: 

MW) pw) 


n 


(¥) 


™.b iiberein, falls 


bis auf eine Schwankung um e¢, mit dem Produkt a 
fir km relativen Haufigkeiten je eine Schwankung um eé’ festliegt. Jetzt 
kann man ahnlich wie bei Alternativklassen folgenden Satz beweisen: 
Verbindet man bei groBen festen Werten von n aus den beiden Kollektiv- 
klassen (11) ein Kollektiv E, mit allen verschiedenen Permutationen eines 


yt 


einzigen, im tibrigen aber beliebigen Kollektivs L, je einmal, so wird der 
Bruchteil 1— @ samtlicher entstandenen Verbindungen E-E fiir das 
Element A’ B™ eine relative Haufigkeit besitzen, die um héchstens 7, von 
dem Produkt ihrer entsprechenden Verteilungswerte v ,@ + Up(u abweicht. 

Da der Beweis dieses Satzes vollkommen analog dem fiir Alternativ- 
klassen verlauft, der am Ende von § 2 erbracht ist, soll er hier ibergangen 
werden. Aus dem mitgeteilten Satz ergibt sich, dab man statt der genawen 
relativen Haufigkeiten in (12) die Haiufigkeitsverteilungswerte v ,o) und 0p(u) 
einsetzen kann. Damit ist dann auch fiir zwei beliebige Kollektivklassen der 
grundlegende Satz bewiesen: Zwei beliebige Kollektwklassen sind vmmer 


quasiverbindbar. 





2 
Pik, 
Pe 
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$6. Mehrfache Verbindungen. Das Ergebnis iiber die Verbindung 
zweier beliebiger Kollektivklassen lat sich auf die Verbindung mehrerer 
Kollektivklassen ausdehnen. Es seien daher die folgenden m + 1 Kollektiv- 


klassen gegeben: 


a, @, 1,3, ..., 6), | 
Fa (v, (0), Vu (1), ee ey Vy (b.)); (13) 
2. es oe | 


Zwecks eimer moglichst emfachen Formulierung der Fundamentalsatze 
bestehen hier die Merkmalelemente aus ganzen positiven Zahlen. Die 
Schwankung der relativen Haufigkeiten sei in allen Kollektivklassen e. 
Als zugehorige Verbindungskollektivklasse definieren wir die Verbindungs- 
kollektivklasse, deren Merkmalbereich das kombinatorische Produkt aller 
gegebenen Merkmalbereiche ist. Als Haufigkeitsverteilung nehmen wir 
das kombinatorische Produkt aller Haufigkeitsverteilungen und ordnen den 
Elementen des neuen Merkmalbereiches denjenigen Haufigkeitsverteilungs- 
wert der neuen Verteilung zu, welcher die gleichen Merkmalelemente in 
gleicher Anordnung enthalt. Die neue Haufigkeitsschwankung soll 7, sein. 
Die m-fache Verbindung der Kollektive aus den gegebenen Kollektivklassen 
sel folgendermafen durchgefiihrt: Bei festem n verbinden wir jedes E,, mit 


pee 


jedem FE, jede der erhaltenen Verbindung E,-E, mit jedem EL usw. 


“n 
Zur besseren Ubersicht kann man dabei die Kollektive gliedweise unter- 
einander schreiben, so daB im Endergebnis der Verbindungsoperation eine 
Menge von Matrizen aus m + 1 waagerechten Reihen und n senkrechten 


Spalten entsteht. Wir fragen nach dem Bruchteil aller derartigen Ver- 


m 
i = 


u=0 


bindungen: 


die zur definierten Verbindungskollektivklasse gehéren. Die Lésung erhalt 
man durch sukzessive Anwendung der einfachen Verbindungsoperation. 
Dabei ergibt sich, dab fiir geniigend groBe n und hinreichend kieines 7,, 
der gesuchte Bruchteil betragt: 


m 
Fy — a oe —_ LT] fu: 
ui 


wo: 
les | ey ee ee wee ne er a 
on 27 (1— L'v, (a,) +++ Vy (@u")) (L — Ow 4 1 O) — ++» — Berg (Zur + 1)) 
+ a! Uy Byer Val + 1 Tul + 1) 2 

e (1 — Fv, (ey) + vy (eye + Myr ty — tery 1) — + = Cary iu, 1) sda. (13a) 











EO A EE 


a rr’ 
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Das Produkt (18a) wird gebildet tiber simtliche Kombinationen von 


uw’ + 1 Elementen je aus den Bereichen: 
0 ~~ L — by» ' 
0<a,<b, | 
a a are ) (13 b) 
0 <A Lia! 1 <= by 1 





Die in (18a) auftretende Summe wird gebildet iiber simtliche Kombina- 
tionen von s#’ Elementen je aus den ersten yw’ Bereichen (13 b). Man 
kann fF, beliebig nahe an den Wert 1 heranbringen. Z. B. wird jeder 
Faktor von f,, fiir alle wv’ 1,2,...m gréBber als 1—? sein, wenn 


foleende Bedingungen erfiillt sind: 


1] 
é, E, ves E, und m-é&+€- =, 
2 sm 
' 9 a’ 
£ em 2 = y 
a! m , . | , n n, ; 
Um — Hf 
ne 0 1 m m 
IT (b,, ) 
ge’== I 
Wo: 
Ss , 
: ¥ | E.! 
\n, 
)% U,° ae Um — "Nm 
und v,, < v,, (x) fiir alle 2 der angegebenen Bereiche (13b) ist. Diese Be- 


dingungen sind eine Erweiterung der Bedingungen in § 2. Genau wie dort 
cilt also auch hier der Satz: Kine Anzahl von m Kollektivklassen finiter 
Kollektive ist immer quasiverbindbar. 

Herrn Professor Dr. Kratzer in Minster bin ich fiir seine freundliche 


und nimmermiide Hilfe zu grobem Danke verpflichtet. 
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Bedingungen und Grenzen der korrekten Abbildbarkeit 
mittels Elektronenprojektion. 


Elektronenbahnen im elektrischen Zylinderfelde eines 
kristallinisch rauhen Gliuhdrahtes. 


Von H. Seemann in Freiburg i. Br. 


Mit 11 Abbildungen. (Kingegangen am 8. Juli 1934.) 


In Erginzung friiherer Arbeiten') wird gezeigt, dal die korrekte Abbildung 
selbstandig (thermisch) emittierender unebener Kérper, insbesondere von Gliih- 
drihten im elektrischen Felde nicht méglich ist, da sich an solchen Koérpern 
unregelmiBige Feldlinsen ausbilden, die unter Umstanden stirker wirken als 
die etwa zur Projektion konstruierten Linsen und bei jedem Projektionsverfahren 
eine Bildverzerrung unvermeidlich mit sich bringen. Weiterhin kann die Ab- 
bildung der Einzelheiten derartiger K6rper im elektrischen Felde nur vollstaindig 
sein und richtige Halbtonwiedergabe aufweisen, wenn die Fliichenelemente des 
abzubildenden Kérpers diffus, aber nicht nach dem Lambertschen Gesetz 
emittieren. Diese Bedingungen sind an rauhen, selbstandig emittierenden Kor- 
pern im elektrischen Felde nicht annihernd erfiillbar. Die Abbildbarkeit findet 
ihre Grenze in der unvermeidlichen Kriimmung der Anfangsbahn, die eine 
iihnliche Rolle spielt wie die Wellenlinge bei der optischen Abbildung kleinster 
Kérper. Vergleich optischer Mikroskopabbildungen von W-Gliihdrihten mit 
elektrostatischen Klektronen-Lochkamerabildern. Konstruktion und Berechnung 
der Flugbahn von Elektronen im Zylinderfelde. 


Die in Bd. 79, 8. 742—752 gegebene Deutung der schiefen Initial- 
emission von gliihenden Wolframdrahten bedarf einer eingehenden Be- 
handlung. Fig. 1 bis 3 sind die lichtoptischen Abbildungen von Stiicken 
eines etwa 800 Stunden bei Emissionstemperatur geglihten Wolfram- 
drahtes von 0,05 mm Dicke. Man sieht die Zunahme der Kristallgrébe 
nach der in der Mitte des Gesamtdrahtes legenden Abschmelzstelle zu. 
Die auberen und die inneren Kanten der Kristalle erscheinen unter dem 
Mikroskop spiegelblank und wie durch Schmelzerweichung abgerundet. Dab 
Beugungseffekte infolge zu scharfer Beleuchtung die Abrundung vortaéuschen 
kénnten, ist unwahrscheinlich, da vollkommen diffuses Licht verwendet 
wurde (transparentes Papier rings um den Draht und allseitige Beleuchtung). 
Der Draht war einer durchgebrannten, einige Tage vorher aufgeschnittenen 


Verstarkerréhre entnommen (Fabrikat Seddig-R. ft. W. 1917). 


Die Elektronenemissionsbilder der Fig. 4 bis 7 stammen nicht von 
diesem nur als Kristallisationsbeispiel dienenden Drahtstiick, sondern 

1) H. Seemann, ZS. f. Phys. 79. 742—752, 1932; Ergebnisse d. techn. 
Réntgenkde. 3, 80—97, 1933. 
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von einem nur 7mm langen frischen Wolframdrahtstiick von 0,1 mim 
Dicke, das insgesamt nur wenige Minuten gliihte. Die mikroskopische 
Beobachtung zeigte kaum Andeutungen einer Neubildung der Kristall- 


fazetten, sondern nur ein Blankwerden in der Mitte des Drahtstiiekes, das 


i 


== SS SS Se. 


- 


oe 


a4 


~ sy A 4 a (4 .*%  " a ; 


sA4 


e.g 
SA 4 AAR aS 





Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 
Fig. 1 bis 3. 

Mikrophotographien eines abgebrannten W-Gliihdrahtes von 0,05 mm urspriinglicher Dicke nach 
etwa 800 Stunden Brenndauer. Fig.1 das abgeschmolzene Ende, Fig. 2 ein Stiick aus der 
Nachbarschaft, Fig. 3 ein Stiick vom schwach gegliihten Ende. 
auch makroskopisch leicht erkennbar ist. An das spiegelblanke Mittel- 
stiick sechhebt sich beiderseits eine makroskopisch weib, d.h. fein matt, 
erscheinende Zone an, die an den kalt bleibenden Enden in das Dunkelgrau 

des frischen Drahtes iibergeht. 
Die Lochkameraprojektion der Elektronenemission auf dem Leucht- 


schirm unter Bewegung der den Gliihdraht tragenden Kathode gestattet 





a 
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es leicht, zu beobachten, dali die schiete Klektronenemission fast nur von 
diesen sehr feinkristallinischen Ubergangszonen ausgeht. Vom hei®esten 
Mittelstiick wird nur in fast radi- 
aler Richtung emittiert, ein Be- 
weis, dai die schiefe Emission 
tatsichlich von den Kristall- 
fazetten herriithrt (vgl. die Unter- 
schriften von Fig. 4 bis 7). Nur 
wihrend weniger Sekunden nach 
erstmaligem Gliihen des Drahtes 
emittiert er auf der ganzen 
slihenden Lange — gleichmabig 
schief. Man kann den Vorgang 
deutlich verfolgen. 

Das Verfahren der Elektronen- 
projektion mit emer Lochkamera, 
wie es hier benutzt wird, kann 
also zur Verfolgung von Kristalli- 


sationsvorgangen von  Metallen 


Fig. 4. 
Doppelprojektion eines W-Gliihdrahtes von 
0,1 mm Dicke und 7mm L&nge durch zwei 
1 mm voneinander entfernte, stark ver- 
schieden geformte Diaphragmen, deren 
Verbindungslinie die Drahtrichtung fast 
senkrecht kreuzt. 

Unteres Bild: Projektionsdoppelbild 
der am hellsten gliihenden Mitte des Drahtes 
einige Sekunden nach erstmaligem Gliihen 
des Drahtes. 

Oberes Bild: Dasselbe eine Minute 
spiter. Die beiden Flecke in mittlerer Héhe 
entsprechen den Flecken auf dem unteren 
Bilde. Sie sind fast zu Punkten zusammen- 
geschrumpft, ein Beweis, dafi der Draht in 
der Mitte wie ein fast vollkommen glatter 
Zylinder emittiert. 

Die vier anderen Projektionsscheib- 
chenreihen stammen yon den nicht glatt 
geschmolzenen, aber noch emittierenden 
Enden des gliihenden Drahtstiickchens. Sie 
zeigen die Gestalt der Diaphragmen in allen 
Einzelheiten bildgetreu, da sie nicht wie 
die Mittelflecken durch Uberlagerung zu 
einem Band verschmolzen sind, vgl. Fig. 5. 








ber Emissionstemperaturen mit herangezogen werden. Elektronenlinsen 


sind hierfiir micht erforderlich, ja nicht einmal erwiinscht, da sie 


a ane to ee ee 
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Fig. 5. Fig. 6. 
Fig.5. Doppelprojektionsbild wie Fig.4, 5 Minuten nach erstmaligem Gliihen nur von einem Ende 
des gliihenden Drahtstiickes aufgenommen. Die Form der Diaphragmen tritt besser hervor. Die 
beiden Scheibchenreihen sind der Zahl und Lage nach einander nicht vollkommen gleich, ein 
Beweis, dal} die Emissionskrater der Gliihdrahte nur diinne Garben von Elektronen aussenden, 
miglicherweise ficherfirmig, die nicht in beide Diaphragmen gleichzeitig treffen (vgl. die 
Aufnahmen Fig. 5 bis 8 ohne Diaphragma in der zitierten Arbeit des Verfassers). Der 
kleine Punkt neben den hakenformigen Diaphragmabildchen riihrt yon einer dritten, etwa 
lu grofen Offnung. 
Fig. 6. Doppelprojektionsbild eines schwach S-firmig gekriimmten halten Drahtes, bei maBbigem 
Vakuum (lIonenentladung) aufgenommen. Die Projektionsreihen entsprechen einander genau, ein 
Beweis, dali die Elektronengarben der emittierenden Kristallspitzen beide Diaphragmen trafen 
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iibermaihig lehtstark sind und das sichtbare Licht nicht ohne weiteres 
ausschalten wie bei der feinen Lochkamera. Schon die abgebildeten Loch- 
kamera-Aufnahmen erforderten unbequem kurze Momentaufnahmen, 


obwohl das Projektionsdiaphragma nur 0,01 bis 0,001 mm = gro war. 


Fig. 7. 
Klektronenspiegelung. Der mittlere 
Projektionsstreifen ist direkt durch das 
Diaphragma projiziert, die beiden aube- 
ren nach Spiegelung an zwei parallelen 
Platten, die zu beiden Seiten des Gliih- 
drahtes an der Kathode angebracht 
waren und senkrecht zur Anodenfliche 
standen. Diese Spiegelung ruft bei ge- 
wohnlichen (meist zylindrischen) Gliih- 
drahthiilsen die verwirrende Verviel- 
fachung der Projektionsbilder des Gliih- 
drahtes hervor (vgl. Fig. 10 der ein- 
gangs zitierten Arbeit des Verfassers). 





Fiir beide Arten der Abbildung gelten aber folgende grundsitzlichen 
Bedingungen. Ein geometrisch korrektes Bild der Feinheiten rauher 
Oberflachen, insbesondere von Drahten, kann nicht entstehen, wenn das 
Objekt in einem elektrischen Felde liegt, denn dieses bewirkt ei Umbiegen 
der Elektronenbahn schon in den abzubildenden Vertiefungen, indem es 
an den Unebenheiten dieselben Brechungsfelder in unregelmabiger Form 
erzeugt, die zur Herstellung einer elektrischen Elektronenlinse in vor- 
gegebener Gestaltung benutzt werden. Ein abzubildender dinner Draht 
oder einer Spitze vollends umgibt sich im elektrischen Felde mit einer 
Feldlinse, durch die hindurch eine in beliebiger EKntfernung aufgestellte 
Abbildungslinse kein unverzerrtes Bild mehr entwerfen kann. Das nicht 
ebene und rauhe Objekt wird also im elektrischen Felde unvermeidlich 
selbst zur Linse bzw. zu einem unregelmabig brechenden und spiegelnden 
Koérper. Ein glatter emittierender Draht kann sich daher z. b. nur als 
Punkt abbilden, da er in seinem von ihm selbst gestalteten Felde nur radial 
emittieren kann. Er ertillt zwar die Abbildungsbedingung der gerad- 
linigen Emission, aber nicht die zweite Voraussetzung hinreichend diffuser 
Emission, die fiir jede Art der Abbildung durch Zentralprojektion erfiillt 
sein mul. 

Ganz anders bei der Abbildung eines unmagnetischen Kérpers im 
magnetischen Felde, sei es durch thermische Eigenemisson oder durch 
Fremderregung der Emission. Die Oberflichenbeschaftenheit des Objektes 
verzerrt das magnetische Feld der Abbildungslinie nicht. Die Abbildung 
in regelmaBig krummlinige Zentralprojektion der Linse wird nicht gestort. 


Es kann also zu einer korrekten Abbildung auch kleinster unebener Flachen- 
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mek 


elemente kommen, sofern die geradlinige Elektronenemission hinreichend 
cleichmibig diffus ist und das magnetische Feld am Objekt so schwach 
ist, daf es nur Strahlen sammelt, die von Anfang an auf die Linse gerichtet 
waren, wie in der Lichtoptik. 

Die Grenzen mikroskopischer Abbildbarkeit, die bei optischen Verfahren 
durch die Wellenldinge bedingt sind, legen ber Elektronenabbildungen ganz 
analog in der Kriimmung der Anfangsbahn. Sobald das krumme Stiick 
der Anfangsbahn vergleichbar wird mit der GréBe des abzubildenden 
Flachenelements, insbesondere einer Héhlung, entsteht eine Bildverzerrung, 
die die Analyse des Bildes unmdglich macht, weil sie unkontrollierbar ist 
(Unbestimmtheitsrelation). 

Endlich kénnen mittels Elektronenprojektion ebenso wie lichtoptisch 
nur dann photographisch getreue Bilder gleichmaBig gliihender Korper 
aus homogenem Material (Metalldrahte) mittels ihrer eigenen Strahlung 
erzeugt werden, wenn die Intensitaét der von jedem Flachenelement emittierten 
Biindel von der Neigung gegen die Projektionsrichtung abhangig ist, so dab 
die einzelnen Flachen ihrer Intensitaét nach im Bilde differenziert und gegen- 
seitig abgegrenzt erscheinen. Sie diirften demnach keine Winkelverteilung 
der Emission aufweisen, die dem Lambertschen Kosinusgesetz entspricht. 
Anderentfalls wiirden alle kérperlichen Einzelheiten ebenso verschwinden 
wie bei einem gliihenden Draht von der Art der in Fig. 1 bis 3 abgebildeten, 
wenn eine merkliche gegenseitige Beleuchtung der Fazetten nicht statt- 
tinden kénnte. 

Diese Bedingung der gleichmabig diffusen Emission ist aber bei Gliih- 
draihten nicht annahernd erfiillt. Die beschriebenen Aufnahmen beweisen 
vielmehr eine typische Krateremission in unregelmaébigen Garben, die um 
so deutlicher in Erscheinung tritt, je sechwacher der Draht gliiht. 

Kine weitere Ergainzung zu den eingangs erwahnten Mitteilungen 
ist aus Fig. 8 zu entnehmen, die einen Querschnitt des Zylnderteldes um 
den Glihdraht darstellt. Sie erlautert, warum die im Liangssehnitt des 
Zylinderfeldes so stark auftretenden schefen Elektronenbahnen sich in 


den Querschnittsebenen bei gleich schiefer Lage der Kristallfazetten auf 


die Gestaltung des Lochkamerabildes nur sehr wenig auswirken kénnen. 
Am Drahtquerschnitt Oz) sind Kristallfurchen A,K, dargestellt. 
Die Kurven e,é, seien diejenigen aus K,K, austretenden Elektronen- 
bahnen, die durch das im éuberen Zylinder bei S befindliche Diaphragma 
hindurchtreffen und die gré{te vorkommende Anfangsabweichung von 
der Radiusrichtung OR besitzen mégen. Sie ergeben ein Projektionsbild 


auf der (nicht dargestellten) Projektionsflache, das erheblich kleiner ist, 
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als es dem Abstand der Emissionspunkte entspricht. 


winkel bei S ist etwa halb so grob, als er bei geradliniger Projektion ware. 


(vgl. die genauere Darstellung Fig. 10). Alle zwischen den gezeichneten 


beiden Emussionspunkten liegenden emittie- 
renden Flachenstiicke kénnen sich demnach 
durch S hindurch abbilden, auch wenn die 
Bahnabweichung im [Elektron geringer ist als 
die gezeichnete Maximaldivergenz von der 
Radialrichtung. Dagegen ist es nicht mdglich, 
daf Elektronen durch S hindurchtreffen, die 
unter der genannten Grenzbedingung von 
Punkten auberhalb der Flaichen K,A, kom- 
mend durch S hindurchgelangen. Anderenfalls 
miiBten sie noch schiefer emittiert werden, als 
e, und eg. Da die tatsichlich in den Achsen- 
ebenen  beobachteten  Maximaldivergenzen 
kleiner sind als die gezeichneten, so ist leicht 
einzusehen, dafi nur ein kleines Flachenstuck 
zwischen K, und Ky sich durch S hindurch 
projizieren kann. Um die volle Dicke des 
Drahtes auf dem Projektionsschirm erscheinen 
zu lassen, miBten auch in der Tangentialrich- 
tung 7,7’, emittiert werden und auberdem 
kein Umbiegen der Bahn in die Feldrichtung 
erfolgzen. Das Feld um den Draht wirkt also 
wie eine ihn umhiillende grobe Zylinderlinse, 
deren Brechungsindex nach dem Draht zu 
stark anwichst und an den Kristallkanten 


unregelmabig wird. Denkt man sich ein solches 


Dielektrikum in das sichtbare optische Gebiet 
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Fig. 8. 
Elektronenbahnen e; und éy von 
Kristallfazetten k,k. des Gliih- 
drahtes Or, durch das Dia- 
phragma S im Anodenzylinder 
hindurch in eine feldfreie photo- 
graphische Kamera. Alle von 
anderen Punkten von Ory aus- 
gehenden Elektronen  treffen 
nicht durch S hindurch. Eine 
korrekte projektive Abbildung 
des Drahtes kann durch ein 
solehes Lochkameraverfahren 
demnach nicht erzeugt werden, 
im Gegensatz zur optischen 
Emission. Vgl. Fig. 1 bis 7. 


iibertragen, so muh der 


selbstleuchtende Draht in dem durchsichtig gedachten Medium dem Auge 


bis zur Unkenntlichkeit verzerrt erscheinen. 


In den fritheren Arbeiten wurden die Projektionseigenschaften dieser 


den Draht umhiillenden Feldlinse auf eine in 10 bis 15mm Entfernung 


aufgestellte Platte mit mehreren Aufnahmen gezeigt, indem der von dem 


projizierten Elektron erzeugte Réntgenbrennfleck mittels Lochkamera 


verzerrungsfrei auf eine photographische Platte entworfen wurde. Zwar 


ist eine kreuzweise gemusterte Struktur der Bilder vorhanden, aber von 


einer brauchbaren projektiven Ahnlichkeit kann nicht gesprochen werden. 


Der Konvergenz- 











260 Hi. Seemann. 


Bei allen wiedergegebenen Aufnahmen betrug das Potential des 
Drahtes gegentiber der geerdeten Diaphragmaplatte 20 bis 50 kV und die 
Stromstirke, die von dem einige Millimeter langen emittierenden Draht- 
stiick ausging, 0,1 bis 0,5 mA. Raumladungen konnten sich daher nicht 
ausbilden. 

Da die Feldverteilung von der Potentialdifferenz zwischen Draht 
und diuberem Zylinder unabhangig ist, kOnnen die erzeugten Bilder sich 
erst iindern, wenn die relativ sehr hohe Feldstairke am Draht so gering 
gemacht wird, dal die thermische Emissionsgeschwindigkeit der Elek- 
tronen zur Geltung kommt. Wesentlich giinstiger fiir die Abbildbarkeit 
wirkt daher die Fremderregung der Emission durch Bestrahlung des Drahtes, 
insbesondere mit schnellen Klektronen. 

Das magnetische Feld des Gliihdrahtes kann bei den hier benutzten 
Drahtdicken und elektrischen Feldstarken vernachlassigt werden, wie 
durch die Unverdnderlichkeit der Projektionsbilder bei Umkehrung der 
Heizstromrichtung eindeutig bewiesen wurde. Auch die ‘l'atsache, dal 
ganz aihnliche Bilder erzeugt werden, wenn man den Draht stromlos und 
kalt laBt und dureh schwache lonenentladung Kathodenstrahlen am Draht 
erzeugt, zeigt, dal der Gliihstrom sich magnetisch nicht an der Bild- 


erzeugung beteiligt (vgl. Fig. 6). 


Berechnung und Konstruktion von Elektronenbahnen im Ldngsschnitt 
und im Querschnitt von Zylinderfeldern. 

Die rechnerische Behandlung der Bahnkurven Jabt sich kaum anders 
angreifen, als durch gesonderte Behandlung des regelmaBigen Zylinder- 
feldes um den Gliihdraht herum und des kleinen eingeschmiegten Be- 
Beschleunigungsfeldes, aus dem das Elektron anfanglich senkrecht zur 
emittierenden Kristallfazette austritt, also im allgemeinen schief zur 
Zylinderachse und zu den Radien, die es beim Austritt passiert. 

In Fig. 9 ist der Querschnitt des Drahtes mit einer schematischen 
Kristallfurche dargestellt. Die Niveaulinien schmiegen sich in die Furche 
ein. Die vierte mége schon vollkommen Zylindergestalt angenommen 
haben, was in Wirklichkeit wegen der iibertrieben gro dargestellten 
Furehe nur unvollkommen erfiillt ware. 

Gleichgiiltig, welche Niveaulinie man von innen gerechnet als erste 
praktisch nicht mehr deformierte ansehen will, alle aus der Furche emittierten 
Elektronen passieren die gewaihlte Niveaufliche mit der gleichen Radial- 


seschwindigkeit, wie die an beliebiger anderer Steile des Glihdrahtes 


emittierten, wenn die Austrittsgeschwindigkeiten aus dem Metall zu ver- 
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nachlissigen sind, denn sie haben die gleiche Potentialdifferenz durch- 
laufen. Der Unterschied der Emission besteht lediglich in der Abweichung 
der Bahn von der Radialrichtung. 

Man kann daher fiir die Bereechnung der dauberen Bahnkurven die 
Drahtoberflache mit ihren Furchen und Fazetten substituieren dureh die 


in der Fig. 9 gekennzeichnete aubere zylindrische Niveaufliche r;, wobei 


Fig. 9. 
Schematischer Querschnitt eines Gliihdrahtes 
mit einer Kristallfurche und dem Niveaulinien- 
bild in nichster Nahe des Drahtes. Die punk- 
tierte Linie zeigt schitzungsweise die Bahn 
eines mit der Anfangsgeschwindigkeit Null 
emittierten Elektrons. 





zu beachten ist, daf auch der eigentliche Drahtradius rg bei stark kristallini- 
scher Natur des Drahtes nur ein geschitzter Mittelwert sein kénnte. Es 
ist naheliegend, den substituierten Radius um einen bestimmten Bruchteil 
des mittleren Drahtradius unter Beriicksichtigung der Kristallzackenhdhe 
erOBer zu wahlen, und zwar so wenig als méglich, denn gerade in nichster 
Nihe des Drahtes ist die festzustellende Kriimmmung der Bahnkurven 
am grébten. Da sie im Innern der Furchen gleichfalls groB sein mub, 
wenn diese die in Fig. 9 skizzierte Gestalt haben, ist evident. Auf eine 
Berechnung der Kurven in den Furchen mul aber wegen der Unsicherheit 
ihrer Gestalt und insbesondere wegen der nicht mefibaren Abrundung 
der aufben liegenden Kanten verzichtet werden. 

Ebensowenig ist es umgekehrt modglich, aus der Form der auberhalb 
des Bereiches der Felddeformation liegenden Kurvenstiicke sichere Schliisse 
auf die Emissionsrichtung an der eigentlichen Metalloberflache oder gar 
auf Form und Grobe der Kristallfurchen zu ziehen. Dennoch hat die Be- 
rechnung von Elektronenbahnen im ungestérten Zylinderfelde Interesse, 
da sie, soviel Verfasser in Erfahrung bringen konnte, noch nicht durchgefiihrt 
worden ist, auch nicht in den jiingsten Monographien von IF. Alberti, 1932, 
und EK. Briiche und O. Scherzer, 1934, (Springer, Berlin). 

Die Ablenkungskurve eines mit der Fluggeschwindigkeit v in ein 
Plattenfeld E, parallel den ebenen Platten eintretenden Elektrons e¢/m 
ist bekanntlich eine gewohnliche Wurfparabel mit dem Scheitel im Eintritts- 
punkt des Elektrons: eR 


= P x’, l 
J 2m v ) 
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oder wenn man die Fluggeschwindigkeit v durch die Voltgeschwindigkeit V 


ersetzt gemab: 


und die Feldstirke durch die Plattenpotentialdifferenz V, 


Va 
i =_— —, 3 
P d ( ) 
Va » (4 
’ _+ 2”, 
I~ 44-V ) 


Analog lautet die Wurtgleichung fiir den schief unter dem Winkel « 
in das Plattenfeld eintretenden Elektronenstrahl: 
7 
y Tigat 5 By -— 2’, (5) 
am Uv" COS” % 
wenn x und y ebenso wie in Gleichung (1) und (2) auf den positiven Achsen 
des rechtwinkligen Koordinatensystems fortschreiten. Eine Kurve nach 
Gleichung (1) bzw. (4) ist in Fig. 10 rechts eingetragen, wobei die positive 
Y-Richtung nach unten, die X-Richtung nach rechts zu denken ist. Der 
Depressionswinkel « ist von der X-Achse nach unten gerechnet. 

Die Flugbahn im Achsenschnitt (Langsschnitt) des Zylinderkonden- 
sators r,/r; gewinnt man aus den nach einer der obigen Gleichung in ein 
Cartesisches Netz gezeichneten Kurven einfach dadurch, dai man 
sie in das logarithmische Niveaunetz des Zylinderfeldes iibertragt, 
wobei man dafiir sorgt, da die Tangenten der Kurve in den Niveau- 
flichen gleichen Potentials in den beiden Potentialnetzen gleiche Neigung 
besitzen, wie es Fig. 10, rechte Hialfte, zeigt. Das bedeutet, dab fiir ein 
Paar aquivalenter Niveauflichen, d.i. fiir korrespondierende Ordinaten- 


paare beider Koordinatensysteme die Bedingung erfiillt sein muB: 


dn dy 6 

dé dz ) 
Diese Transformation stiitzt sich auf die potentialtheoretische Tatsache, 
dal} das fhegende Elektron in korrespondierenden und aquivalenten Poten- 
tialschichten (V, = const bzw. V,—V,.,= 4V = konst) eines be- 
liebigen elektrischen Feldes die gleiche Ablenkung A « erfihrt, wenn es 


unter gleichem Glanzwinkel « und mit gleicher Geschwindigkeit v in die 


Teilschicht eintritt, unabhaingig von der Schichtdicke, also unabhangig von 
den Koordinaten des Feldnetzes. Die dem Snelliusschen Gesetz analoge 


Fundamentalgleichung der Elektronenoptik, die aus der Newtonschen 
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korpuskularen Lichttheorie tibernommen wurde und eime Richtungs- 
cleichung ohne Koordinaten darstellt, also fiir beliebig dicke Niveauschichten 
vegebener Potentialdifferenz gilt, zeigt das oline weiteres : 
v COS &, Pe 
5. = = — : 1 — ) 9 ( ) 
Vo COS & V, 


worln % und « die Bahnneigung gegen das Eintritts- bzw. Austzittsniveau 





~] 


darstellt, Vy das gesamte von der Ruhestellung bis zur Erreichung des 
Kintrittsniveaus durehlaufene Potentialgefille und V das in der Schicht 
durchlaufene Gefialle. 

Auch mit Hilfe dieser Gleichung kann man demnach die vollstandige 
Bahn des Elektrons in einem in verschieden dicke und auch beliebig krumme 
Sechichten gleicher Potentialdifferenz AV unterteilten elektrischen Felde 
durch numerische Integration in einfacher Weise gewinnen, indem man in 


der Ableitung von Gleichung (7) cos % eliminiert und zu endlichen Diffe- 


renzen tbergeht: 
- ’ . cos a-AV (g 
Afcosa) = —.- we } 
. 2(V+ V,) 
wobei J V = konst mit V identisch wird und geniigend klein gegeniiber der 


Potentialdifferenz des ganzes Feldes zu setzen ist. In Netzen mit ge- 
krimmten Niveaulinien, z. B. im Querschnitt des Zylinderfeldes, kommt 
zu jedem nach (8) berechneten Ablenkungswinkel « noch der Neigungs- 
winkel # der beiden zugehérigen Niveautangenten in den Ein- und Austritts- 
stellen des Elektrons (oder in einer zwischen beiden liegenden Stelle) hinzu 
(Fig. 10, links). 

Im vorliegenden Falle soll der Hinweis auf diese auch fiir réumliche 
Bahnkurven allgemein giiltige Konstruktion der Flugbahn nur als Beweis 
fiir die Richtigkeit der obigen graphischen Paralleltransformation dienen, 
denn wenn (8) auf jedes Niveaunetz angewendet werden kann und alle 
gesuchten Kurven ergibt, so mu auch jede so gewonnene Kurve direkt in 
die iibrigen Netze iibertragen werden kénnen. Ist also eine der Bahnen 
samt ihrem Potentialnetz und den Dimensionen des Kondensators bekannt, 
so kann man die anderen dadurch gewinnen, dah man die zugehérigen 
Feldnetze mit aquivalenter V-Teilung zeichnet und dann die graphische 
Paralleltransformation ausfihrt. 

Ist keine der Kurven bekannt, so ist es ein leichtes, sich eine von 
ihnen in strenger Lésung zu verschaffen, die gewOhnlichen Wurfparabeln 
nach (1), (4) und (5) im ebenen Plattenkondensator, und diese als Schliissel- 
kurve fiir die Paralleltransformation in das vorgegebene andere Niveaunetz, 


im vorliegenden Falle das des Zylinderfeldes zu benutzen. 
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Der logarithmische Feldverlauf eines auben geerdeten Zylinderkonden- 


sators in der Radialrichtung 7 ist durch die Gleichung gegeben: 


, 
In —“ 
y ea (9) 
m In 2 | 
; 
ry, — Radius des inneren Zylinders, 7; = Radius des duberen Zylinders 
| vesetzt, V,; — Potential des inneren Zylinders, 7 = Abstandsvariable 
vom Mantel des inneren Zylinders gemessen, V, Ortspotential im Ab- 


stand 7. 
Die entsprechende Formel fiir den Parallelplattenkondensator lautet : 


wenn y und V, die entsprechenden Werte sind: 


} y 
¥ ] —— : (10) 
U a thei r; 
aus (6), (9) und (10) ergibt sich, wenn 1; | gesetzt wird, die Niveau- 
skale des logarithmischen Feldes: 
Inq 
‘—— 
yn=e & “—i, (11) 


Die transformierte Kurve ist keine Parabel, wie man aus den Grenz- 
fallen ersehen kann. Labt man r; bei konstant gehaltenen r,— 1; un- 
endlich klein werden, so wird die &:-Kurve eine Gerade parallel der Tan- 
gente an die Ausgangsparabel z/y am féuberen Zylinder mit einer sehr 
kleinen scharfen Anfangskriimmung. Ware sie eine Parabel, so miibte sie 
sich der Y-Achse beliebig nahern. 

Insbesondere ist die Wurfweite des Elektrons bei verschiedener Verteilung 
der Niveauflichen zwischen zwei Kondensatorplatten gleicher Potential- 
differenz versechieden. Sie ist am gré{ten, wenn das Elektron vom auberen 
Zylinder zum inneren fliegt und wenn letzterer sehr klein im Verhaltnis 
zum auberen ist, und am kleinsten im ungekehrten Falle, gleiche Anfangs- 
ceschwindigkeit und Anfangsneigung vorausgesetzt. Im ersteren Falle 
durchfliegt das Elektron gréBtenteils emen feldfreien Raum geradlinig 
in der Anfangsrichtung und biegt erst in nichster Nahe des inneren Zy- 
linders in scharfer Kriimmung um (Meteorfall), im zweiten Falle biegt es 
sofort nach der Emission am inneren Zylinder scharf nach dem Lot zu um 
und fliegt in dieser weit von der Anfangsrichtung abweichenden Richtung 


geradlinig weiter, sobald es aus dem ganz um den inneren Zylinder kon- 


zentnierten Felde heraus ist. 
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Bei der beschriebenen graphischen ‘Transformation entsteht also durch 
Ubertragung einer in Cartesischen Koordinaten gezeichneten Kurve 
in ein logarithmisches Netz die gesuchte Flugbahn, bezogen auf die natiir- 
lichen (Cartesischen) Koordinaten. 

Is ist fast ebenso einfach, die Eintragung der fiir jJedes 7;/r, besonders 
zu zeichnenden logarithmischen Niveauskale durch numerische Integration 
zu ersetzen und die gesuchte Kurve rein analytisch zu tabellieren. Lést 


man Gleichung (5) nach x auf und setzt den elektrischen Parameter 


eH, 


P ques hy 
2mv? , 
so nimmt (5) die Form an: 
COS” a 4C 1+ te? COS % SIN % (19) 
SS == 1 : = ea “L— : ° 
2C J cos? x ” 2C / 


Gleichung (11) und (12) nach y differentiiert und in (6) eingefiihrt ergibt: 


In? q 

r Y r ] 
-e 4 Ll? 
dz Tg —1 ies 
dé =dy— ————— (13) 


/ = == 
dy |: 40 ¥ 


Unterteilt man das Plattenfeld in geniigend viele (10 bis 100) gleich 
grobe Intervalle Ay, so kann aus den gewonnenen A€& des Zylinderfeldes 
jeder Wert € durch Summenbildung erhalten werden. 

Der Ausdruck fiir dy im Zahler von (13) wird besser ersetzt durch 
die einfache Differenz 7, — 7, —, nach (11), und entsprechend dy durch 


Ay, so dali (13) die Form annimmt: 


In Tq In Tq 
a rq—l n—1 pe 1 
Be xe —— ae ,, (14) 
4C 2 
Yn 2 — tg vd 
COS’ & 
wenn Ay | r; gesetzt wird, was eine meist ausreichende Niveau- 


Unterteilung des Zylinderfeldes bedeutet. Anderenfalls ist Ay = const 
von (18) beizubehalten. 

Die Fig. 10 zeigt eine solehe 10stufige Auswertung bei r,/r, 11/1. 
Die 7-Werte ergeben sich direkt aus (11). 

EKtwas mehr Miihe macht diese Tabellierung der Bahn im. Querfeld 
des Zylinderkondensators, da es von einer Zentralkraft erzeugt wird, deren 
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Geschwindigkeitskomponente cosa nicht konstant ist wie bei der 
Parallelkraft des Zylinderlingsfeldes. Der Wert von « mu in Glei- 
chung (14) als Funktion von y behandelt werden. Fir die erste Niveau- 
schicht Ay, ist « wie oben die Anfangsneigung, in der zweiten Niveau- 


— 
— 


: , Aé 
schicht bekommt sie den Wert «, + f,, wo tgf, F * analog der 
Z 4) 


obigen Lésung mit Hilfe von (8), usw. 


ie Summe der A&é-Werte ist nicht als Gerade zusammenzufiigen, 
Die § I 1é-Wert t ht als (¢ le zusai nzufiig 


sondern als unterbrochene Polygontreppe, wie Fig. 10, linke Halfte, zeigt. 
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7 Mantellinie des auberen Zylinders rz 


Fig. 10. 


Die An-Werte sind identisch mit den obigen im Langsfeld und bilden die 


Radiusvektoren des Koordinatensysten:s. 


So einfach und wichtig die obigen Verhaltnisse sind, so wenig ist es 
gelungen, die gezeichneten parabelaihnlichen Kurven in geschlossener 
analytischer Form darzustellen. 

In Anbetracht der Wichtigkeit des Problems fiir die Elektronendynamik 
mégen die Ansitze bis zur tabellarischen Auswertung kurz behandelt 
werden. 

Zunachst moge der Fall des streifenden Austritts des Elektrons aus dem 
inneren Zylinder parallel der Zylinderachse (horizontaler Wurf) behandelt 


werden. Die Bezeichnung ist die gleiche wie oben. Wenn E; die elektrische 
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Feldstérke am inneren Zylinder und y +r; den Abstand von der Achse 


des inneren Zylinders bedeutet, so ist 


d?y e F; r; ' 
_— ’ (15) 
y \ 
dt moyt+r; 
dz ; 16" 
= Zp. (10) 
dt ' sills 
dy 7 
= Tv... () 
dt F 
y 
: eli;r; dy 2eH;r,, ytn, _ . 
v, = 2 ——_ = —— In + C,, (18) 
J m Yt; m r; 
0 
wobei C; = v),, die Anfangsgeschwindigkeit in der Y-Richtung bedeutet?). 


Da fiir streifenden Austritt %, — 0 ist, so ergibt sich aus (18): 


» dy (19) 


/2QeE; y + 7; ; 
) -In 


: m r; 


und mit (16) die Bahngleichung: 


y 
x , d 1 
* a gibi Ja (20) 
2e BE; 71; y+; 
In 
m r; 
e 
0 
Wahlt man r; = 1 und verwendet die Substitution 
In (y + 1) = 2, 
so erhalt man: 
Jin + y) 
9 ’ @ 
a Xo ~? j 
@: e* dz. (21) 


9 é EK; 
ML 
0 


Das Integral labt sich in gesechlossener Form nicht darstellen. Man 


findet jedoch die numerischen Werte des bestimmten Integrals | e* dz 
l) Gleichung (18) stellt den Iinergiesatz dar, wenn man sie mit m/2 multi- 
pliziert und 
y+"; 
E,r,-1n ——— = V,—1 


i‘i . i 
ri; 


einfiihrt. Man kann demnach auf ihre Iintwicklung aus (15) und (17) auch 
verzichten. 
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z. B. in den Funktionentafeln von Jahnke und Emde}?), die die Werte 








des Integrals von z = 0 bis z = 2 enthalten, also von y = 0 bis y = 53,7. 
Kine angenaherte Lésung von (20) ist fiir kleine Werte von y mit Hilfe 4 
der beiden ersten Glieder der Rethe In (y + 1) méglich, wenn man wiederum 
r; l setzt: 
Lp ' dy Lo i Si — 
t= = ———are sin (y —1) + Cl. (22) 
7 9 7 ” a 
eL; |\2y—y eH; 
ne MN 
e 
Da fir y= 0 x = O ist, so folgt 
an S 2 





t 





| e E; 2 
ml 


und 








Im Falle des nicht streifenden Austritts der Elektronen aus dem Glith- 
draht (schrag nach unten gerichteter Wurf), der fiir Glihdrahte allein in 


Frage kommt, ist die Anfangsgeschwindigkeit vp, nicht gleich Null. Dann ist: 


y 
o 
d y 
x if —— (24) 
» , ate y+ 
Viy + E; r; In 
m r; 
e 
i) 
Wahlt man auch hier r; 1 und bezeichnet 
=| an 3 (25) 
2eE; 
so erhalt man: 
uy 
. 
xr dy : 
x —_—_ — (26) 


Durch Anwendung der Substitution 


k + In (1 + y) = 2 


') kb. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln, Teubner 1933, S. 106. 
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ergibt sich wiederum eine Lésung von der Form (21): 


\k+ima+ y) 
o 


2x. eW~k 
I : edz. “ 
2ek, (21) 
mo. 
\k 


Im Querfeld des Zylinderkondensators gilt bei streifendem (tangentialem) 
Austritt des Elektrons aus dem Glihdraht bzw. aus der substituierten 
genauen Lylinderoberfliche des Drahtes in Polarkoordinaten r/q: 
nach dem Flachensatz: 

yey’ A, (28) 
nach dem Energiesatz: 


19 9 19 ) 


r*t+tro*+a-lnr = B, (29) 


wenn A, Bb und a folgende Bedeutung haben: 


Ze V,; 
A 1; Vp COS a —-—, 
m ™ 
In — 
r; 
, , 2eV; Int, 
B vy + a-Inr; 3 + —- 
m A 
In — 
r; 


U 


Aus (28) und (29) erhalt man die Differentialgleichung der Bahn: 


Adr 
d ¢ : — —— . 
i A? (30) 
a B———a-Inr 
J 
Hierm 0 lr eingefiihrt gibt: 
; do 
q me: il | : —_— (31) 
J )B— A 0?+a-Ino 


Auch fiir dieses Integral gibt es keine Lésung in geschlossener Form. 
Mit der zuerst behandelten graphisch-numerischen Auswertung der Bahn- 
kurven wird man wohl immer am schnellsten und genauesten zum Ziele 
kommen. 

Bei allen Rechnungen ist angenommen, daf die aus der eigentlichen 
Drahtoberfliche austretenden Elektronen keine merkliche Geschwindigkeit 
gegeniiber der durch die Feldbeschleunigung erteilten besitzen. Erst beim 
Passieren der oben gekennzeichneten substituierten Drahtoberfliche mit 
dem Radius 7; (Fig. 9) besitzt das Elektron die fiir die Formeln mabgebende 


18 * 
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Anfangsgeschwindigkeit und Anfangsrichtung. Bei emem Draht von ge- 
vebener Form und bei gegebenem r; und r, sind demnach die Bahnkurven 
unabhingig vom (nicht zu niedrigen) Potential des Drahtes, wenn der 
AuBenzylinder geerdet ist, wie in den Rechnungen durchgehend an- 
fenommen., 

A pparatebeschreibung. Die zu den Messungen benutzte Apparatur 
(Fig. 11) ist in ihrem allgemeimen Aufbau bekannt!). Erwihnenswert 
ist noch, dai die vor etwa 20 Jahren?) vom Verfasser begonnene Ent- 
wicklung der eigentlichen Entladungsréhre (linke horizontale Rohrhalfte) 
nebst Aufbaurohren auf der Pumpe und dem Vorvakuumkessel sehon 
vor acht Jahren abgeschlossen werden konnte. Seit 1926 ist auch keine 
Dimensionsinderung mehr vorgenommen worden, so dal alle neu hinzu- 
kommenden Zusatzteile, wie die Elektronenbeugungs- und Brechungs- 
kamera der Fig. 11 (rechte Halfte), Oszillographen, Lenard-Strahlfenster, 
Spektrographen, Strukturdiagrammkameras usw., auch an die acht Jahre 
iilteren Exemplare unter Benutzung der gleichen Schrauben und Klemm- 
vorrichtungen passen. Da die Metallteile der Réhren wegen ihrer Harte, 
Rost- und Saurebestandigkeit als praktisch unverwiistlich gelten kénnen, 
so ist dieser Vorteil fiir die Institute, die die R6hre besitzen, wichtig. Auch 
kleine, in der Zwischenzeit erfolete Dimensionsanderungen der Gaedeschen 
Stahl-Differentialpumpen stérten die Normierung des Stahlverbindungs- 
rohres zur Pumpe nicht. Dieser in Fig. 11 nur teilweise sichtbare Rohr- 
winkel enthalt das Ausfriergefal aus nichtrostendem Stahl, Glas oder Por- 
zellan, das abnehmbare Regulierventil fiir Ionenbetrieb und das heraus- 
nehmbare grobe Vierwegeventil ohne Fett und Sehliffdichtungen. 

Selbst die vom Verfasser vor neun Jahren in die Instituts-Hoechvakuum- 
technik eingefiihrte Zinndichtung*) sowie die kombinierte Gumuini-Metall- 
dichtung konnte bis heute nicht weiter verbessert werden. Gerade von solchen 
Einzelheiten hingt aber die Zuverlassigkeit und Kinfachheit der Benutzung 
in erster Linie ab. So bedeutete z. B. auch die Kinfithrung mehrerer klemer 
Hakenklemmen an der Kathode statt einer groben Mutterschraube einen 
physikaliseh und physiologisch nicht uninteressanten Vorteil, denn vier 
kleine Schrauben mit unpoliertem und ungefettetem Gewinde tiben mehr 
als zehnmal so groben Druck aus als eine Schraube vom 20fachen Durch- 


messer bei gleicher Ganghéhe und gleicher Rauhigkeit der Gewindegange, 


') H. Seemann, Ergebnisse d. techn. Réntgenkde. 3, 80—97, 1933. 
2) H. Seemann, Ann. d. Phys. 53, 484. 1917. 3) Gegeniiber den ohne 
Quellenangabe verfaBbten Darstellungen des Herrn F. Durau (ZS. f. Phys. 89. 
148— 151, 1934) wird Prioritét in Anspruch genommen. 
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wenn die ersten nacheinander nur mit zwei Fingern und die letztere mit 
der ganzen Hand mit aller Kraft festgezogen werden!). AuBerdem dienen 
die vier Schraubklammern bei Benutzung eines geniigend dicken Gummi- 
dichtungsringes zur Neigungsverstellung der Kathode und Anode. 

Um zum Zwecke der Zentrierung des Brenntleckes die Kathodenstrahl- 
richtung wahrend des Stromdurehgangs allseitig neigen zu koénnen, ist 
gwischen den DPeckel der Kathode und das Glasrohr eine mittels zwei 
Stellschrauben zu betatigende Platte eingetiigt, die eine flexible Dichtung 
besitzt. Friiher (1917 |. ¢.) wurde hierfiir eine Wellblechplatte benutzt, 
heute ist Gummi mit nichtgasenden Uberziigen vorzuziehen?). Die Stell- 
schrauben werden mittels der langen isolierenden Handeriffe, die oben 
schriig aut dem Apparat legen, gedreht, wahrend man auf dem am linken 
Knde des Kamerarohres sitzenden Leuchtschirm beobachtet. 

Die vier bis sechs photographischen Platten sitzen in dem erweiterten 
rechten Ende der Kamera und werden dureh Umlegen eimes kleinen Hebels 
vor den Leuchtsechirm gebracht. Dieses Umlegen kann beliebig schnell 
erfolgen (keine Fett- und Sehliffdichtung). Die Exposition von vier Platten 
hintereinander kann in fiinf bis zehn Sekunden erledigt werden. 

Die Diaphragmen sind unter Vakuum auswechselbar und in allen 
Richtungen feinverstellbar, ebenso die Objekte bei Benutzung des Apparates 
zu Elektronenbeugungsaufnahmen. Diese Vorrichtungen sind in dem 
wiirfelférmigen Mittelstiick des horizontalen Gesamtrohres angebracht, 


das auf drei Seiten verschliebbare und auswechselbare Glasfenster besitzt. 


Durch die Benutzung des erwihnten Vierwegeventils wird eine sehr 
schnelle Auswechslung aller im Vakuum befindlichen Teile, insbesondere 
der photographischen Platten, erméglicht. Man bringt es leicht auf drei 
Minuten bis zur Wiederherstellung des Hoechvakuums. In achtstiindiger 
Tagesarbeit sind schon iiber 100 Expositionen von Elektronenbeugungs- 


aufnahmen an iiber 25 verschiedenen Stoffen ausgefiihrt worden. 


') Herr Siegbahn schreibt diese seit kurzem auch in den Arbeiten seiner 
Schule erscheinende Verschraubung Herrn Bouwers zu. Wie aus der Disser- 
tation Bouwers 1924 (Koonings Eindhoven), Fig. 23, ersichtlich, besitzt diese 
Réhre keine Einzelklemmschrauben (Schraubzwingen), sondern eine grobe 
Uberwurfmutter an jedem Ende. Die im Siegbahnschen Buche S. 84, Abb. 70, 
abgebildete Réhre ist vielmehr ein spiiteres vom Verfasser mit konstruiertes 
Modell. Es verdient in diesem Zusammenhang erwaihnt zu werden. dab auber 
dieser offenbar versehentlich hineingeratenen Vorrichtung keine der Apparate- 
konstruktionen des Verfassers in dieses Buch aufgenommen wurden (vgl. 
das Referat von Grotrian in den Naturwissensch. 17, 299, 1932). 

2) J. Obrist, ZS. f. techn. Phys. 15, 236— 238, 1934. 
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Die Benutzung der Apparatur fiir die Wierlsche!) Elektroneninter- 
ferenzmethode an Dampfen ist durch einfaches Aufsetzen eimes zweiten 
Ausfriergefabes mit fliissiger Luft und Einsetzen einer Dampfdiise moglich. 
Auch dieser Wechsel erfordert wenige Minuten, wahrend die Hg-Differential- 
pumpe in Betrieb bleibt. Ol-Differentialpampen diirften hierfiir nicht in 
Frage kommen. 

Zur Erzeugung von HKlektronendiagrammen von mcht kondensier- 
baren Gasen wurde vom Verfasser eine weitere Zusatzvorrichtung aus- 
vearbeitet, die an anderer Stelle beschrieben werden soll. 

Die wiehtigste Anderung der Anwendung gegeniiber der Wierlschen 
Apparatur ist die Benutzung nur emer Pumpe und von Glihkathode statt 
lonenkathode. Gerade zur Wlirung der merfiir ausschlaggebenden Emissions- 
bedingungen wurden die obigen Untersuchungen unternonunen, wobei 
allerdings auch noch magnetische Einfliisse mit beriicksichtigt werden 
mubten. 

Die lonenkathoden haben fiir die Herstellung eines durch zwei feste 
Diaphragmen treffenden Bimdels den Nachteil, dal das Biindel sich um 
den Drehpunkt der Kathode dreht, also bei festsitzenden Diaphragmen 
im allgemeinen nicht dureh beide hindurchtreffen kann. Es muh noch 
eine zweite Verstellbarkeit emes Diaphragmas oder eine Parallelverschiebbar- 
keit der Kathode hinzugenommen werden, falls nicht mit emer (grund- 
siitzlich bedenklichen) imagnetischen Beeinflussung bBahnkriimmungen 


hervorgerufen werden sollen. 


Die wegen Mangel an Mitarbeitern in langeren Unterbrechungen 
ausgefiihrte Arbeit verdankt ihre Fertigstellung der tatkraftigen Unter- 
stiitzung von Herrn Priasidenten J. Stark, Prof. v. Laue und Geheinrat 
Aschoft (Notgemeinsechaft der Deutschen Wissenschaften und Freiburger 
Wissenschaftliche Gesellschatt), denen ich meinen herzlichen Dank aus- 
spreche. 

1) Herr Wierl, der an den Folgen von Uberarbeitung mit diesen Problemen 


im Alter von 29 Jahren gestorben ist, hatte ein Jahr vor seinem ‘lode dem Ver- 
fasser die Weiterentwicklung der Erfindung anvertraut. 








(Aus dem Forschungs-Institut der AKG.) 


Beitrag 
zur Kenntnis der elektronenoptischen Immersionslinse. 


Von E. Hess in Berlin. 
Mit 5 Abbildungen. (Kingegangen am 1. Oktober 1934.) 


Der Strahlengang durch eine Immersionslinse (Linse eingebettet zwischen 

Giebiete mit verschiedenem Brechungsindex) wird diskutiert. Emme aus zwei 

Lochblenden gebildete elektrische Immersionslinse wird auf die Lage von Haupt- 

und Brennpunkten untersucht. Die Hauptebenen liegen in Ubereinstimmung 

mit den allgemeinen Uberlegungen nach der Seite mit kleinem Brechungsindex 
(Potentials) verschoben. 


Unter elektrischer ,,[mmersionslinse“ verstehen wir im Gegensatz 
zu der der Glaslinse entsprechenden  ,,Kinzellinse’ eime Elektronenlinse, 
die den Ubergang zweier aneinander grenzender Gebiete bildet, in denen 
der elektronenoptische Brechungsindex konstante, aber  versechiedene 
Werte besitzt!) (Fig. 1). Je nachdem, ob das Potential der Bild- oder der 
Gegenstandseite héher oder niedriger ist, unterscheiden wir eine Besehleuni- 
vungslinse (Fig. 2a) oder eine Verzégerungslinse (Fig. 2b). Die erstere hat 
zunichst eine sammelnde, anschliebend eine zerstreuende Wirkung, die 
letztere verhalt sich umgekehrt. Da jede Beschleunigung oder Verzégerung 
der Elektronen eine Anderung des elektronenoptischen Brechungsindex 
bedeutet, treten Immersionslinsen in fast jJedem  elektronenoptischen 
Strahlengang auf, waihrend sie in der Lichtoptik wenig gebrauchlich sind. 

Die Immersionslinsen haben gegeniiber den Einzellinsen eine Kigenart, 
die sie fiir manche elektronenoptische Anwendungen (z. B. Braunsche 
Réhre) besonders wichtig erscheinen laBt. Wahrend namlich bei Einzel- 
linsen mit zwei symmetrisch zur Mittelelektrode gelegenen Elektroden 
die Hauptebenen symmetrisch zur Mittelelektrode liegen, sind bei Immer- 
sionslinsen, auch wenn sie aus zwei gleichen Elektroden bestehen, die Haupt- 
ebenen nach der Seite des kleineren Brechungsindex (Potentials) verschoben, 
Wie Wir es spiiter noch genauer sehen werden. Der experimentellen Fest- 
stellung dieser bisher ohne direkten Beweis aus der lichtoptischen Analogie 
abgeleiteten Eigenart der Elektronen-Immersionslinse ist  vorliegende 


Arbeit gewidmet. 


') Uber die Definitionen vgl. Briiche-Scherzer, Geometrische Elektronen- 
optik, Kap. {11.9}. Berlin 1934. 
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1. Allgemeines iiber Immersionslinsen. Aus der Optik wissen wir, dab 
sich Jedes Abbildungssystem — sei es eine Kinzel- oder Immersionslinse 

im Rahmen der Gaubschen Dioptrik durch die beiden Hauptebenen 

und Brennebenen darstellen abt [,,Aquivalentlinse (Fig. 3a)]. Diese 


Darstellung laBt sich ohne weiteres auf die Mlektronenoptik iibertragen. 


























| | a 
Dp |- 
q 
Ya} 
Fig. 1. Immersionslinse. Fig. 2. Potentialverlauf lings der Achse einer 
elektronenoptischen Immersionslinse (Sammel- 


linse). 
a) Beschleunigungslinse. 
b) Verzigerungslinse. 


Der experimentellen Bestimmung der Hauptebenen stehen jedoch im all- 
gemeinen Schwierigkeiten gegeniiber, so dafi man in der Elektronenoptik 


versucht hat. mit einfacheren Ersatzschemen auszukommen. 


Am einfachsten laibt sich eine elektronenoptische Linse durch die 
bereits von Johannson!) bei dem Immersionsobjektiv benutzte ,,Ersatz- 
linse’* darstellen. Zur Festlegung dieser Ersatzlinse geht man so vor, dab 
man entsprechende auBerhalb der Achse legende Gegenstands- und Bild- 
punkte miteimander durch Gerade verbindet und durch den Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der optischen Achse den Ort der Ersatzlinse definiert 
(Fig. 3b). Man denkt sich also das gesamte Brechungsfeld bei der Einzel-, 
aber auch bei der Immersionslinse durch eine diinne Einzellinse ersetzt, 


zu deren beiden Seiten ein konstanter Brechungsindex herrscht. 


sei der Einzellinse liegt die so definierte Ersatzlinse stets zwischen 


den Hauptebenen und wandert, wenn der Gegenstand vom Brennpunkt 





') H. Johannson, Ann. d. Phys. 18, 385, 1933. 
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ins Unendliche riickt, von der gegenstandseitigen zur bildseitigen Haupt- 
ebene. Die AngularvergréBerung wird durch Benutzung der Ersatzlinse 
richtig erhalten. Der Unterschied zwischen Ersatzlinse und Aquivalentlinse 
stellt sich in diesem einfacben Fall folgendermaBen dar: Die ,,Aquivalent- 
linse’* wird durch zwei feststehende Kbenen (Hauptebenen) gegeben. 

H’ Die Ersatzlinse wird durch eine 


a diinne Linse gegeben, die (variabel) 


liegt. 





zwischen den beiden Hauptebenen 
A 


Bei der Immersionslinse liegt 


wy 
—— 


. ee as die Ersatzlinse im allgemeinen 








auberhalb der beiden Hauptebenen. 

H’ £ f " Die AngularvergréBberung wird nicht 
b tga? f richtig wiedergegeben (Fig. 3b). 
f Beides hat seinen Grund darin, 
t £8 dab bei der Definition der Ersatz- 


a 
F : . ’ ' 
linse die dureh die verschiedenen 





Brechungsindizes verursachte Knik- 











kung des Mittelstrahles nicht be- 
we, riicksichtigt wurde. Beriicksichtigen 
tga fF wir durch eine abweichende Defi- 

nition die Versechiedenheit der 


Brechungsindizes = (Knickung des 





Mittelstrahles), so erhalten wir eine 


Wik, 
| 
| 
| 
ty 


wesentlich — bessere Darstellung 








(Fig. 8c). Die neue Ersatzlinse, die 





Fig. 3. Lage der Hauptebenen (a), der wir zum Unterschied von der frithe- 
Ersatzlinse (b), der wahren Ersatzlinse (c). ven dle . were Mentidiians” (wE), iat 
. Jmmersions-Ersatzlinse oder ,,Schwerpunktslinse™ bezeichnen kénnten, 
liegt nun auch zwischen den beiden Hauptebenen und gibt die richtige 
AngularvergréBerung. Unsere neue Definition der Ersatzlinse stellt also 
die sinngemibe Erweiterung der friiheren Ersatzlinsendefinition fiir das 
Giebiet der Immersionslinse dar. Fiir die ,,wahre Ersatzlinse“ gelten 
nunmehr die gleichen Unterschiede zur Aquivalentlinse, wie sie oben bei 
der Einzellinse formuliert wurden. 

Wir wollen uns die Verhaltnisse bei der Immersionslinse durch Unter- 
suchung eines konkreten optischen Falles noch deutlicher zu machen suchen. 
Dazu betrachten wir eine dicke Bikonvexlinse mit den Kriimmungsradien 


10 mm, rg = — 15 mm und dem Scheitelabstand d = 10 mm (Fig. 4) 


My 








~I 
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aus einem Material mit dem Brechungsindex ng, die sich zwischen Medien 
mit dem Brechungsindex n, und dem Brechungsindex ng befindet. Wir 
konstruieren nun nach den bekannten optischen Regeln!) die Haupt- 
‘benen HH’ des Systems, nachdem wir das Verhiltnis der Brechungs- 
indizes als N,: Ng: N, = 1:2:3 festgelegt haben. Die Lage der ,,wahren 
Krsatzlinse erhalten wir nach den Regeln tiber die Konstruktion mit 
Hauptebenen, indem wir irgendeinen Strahl von dem Gegenstandspunkt A 


auf der Achse zeichnen, von dem Schnittpunkt S mit der gegenstandseitigen 
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Fig.4. Lage der wahren Ersatzlinse bei verschiedenen Gegenstandsweiten. 
Nyinging = 1:2:3, ry = 10MM, re = —15mm, d= 10mm. 


Hauptebene H horizontal zur bildseitigen Hauptebene H’ nach S’ und von S’ 
zum entsprechenden Gegenstandspunkt B weitergehen. Der Schnittpunkt P 
der Strahlen AS und BS’ gibt die Lage der ,,wahren Ersatzlinse“ wE. 
Unsere drei Teilbilder der Fig. 4 zeigen uns nochmals das bereits friiher 
Ausgefiihrte : 

1. Die Hauptebenen legen unsymmetrisch zur Linsenmitte, und zwar 
sind sie zum Gebiet des kleineren Brechungsindex verschoben. 

2. Die Ersatzlinse liegt zwischen den Hauptebenen, und zwar wandert 
sie, wenn sich der Gegenstand vom Brennpunkt / ins Unendliche verschiebt, 
von der gegenstandseitigen Hauptebene H nach der bildseitigen Haupt- 


ebene H’. 


') Vel. M. Born, Optik, § 24. Berlin 1933. 
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Wir haben bisher den Gegenstand im Gebiet des kleineren Brechungs- 
index (links in Fig. 4) angenommen. Liegt er im Gebiet des gréBeren 
Brechungsindex (rechts in Fig. 4), so gelten offensichtlich dieselben Zeich- 
nungen, nur dai wir jetzt B als Gegenstand und A als Bild aufzufassen 
haben. Auch jetzt legen also die Hauptebenen im Gebiet des kleineren 
Brechungsindex. Vom Gegenstand aus betrachtet bedeutet das aber, 
da im ersten Fall die Hauptebenen mit der Ersatzlinse diesseits der Linse, 


im zweiten Fall jenseits der Linse liegen. 


2. Mefmethode und Versuchsanordnung. Zur experimentellen Fest- 
legung der Hauptebenen baw. der ,,wahren Ersatzlinse“ bei einer Immersions- 
linse wird man folgendermaben vorgehen: Ein Gegenstand (z. B. Netz), 
der mit monochromatischer Elektronenstrahlung durchstrahlt wird, wird 
durch die zu untersuchende Immersionslinse auf einem Fluoreszenzschirm 
abgebildet. Aus der VergréBerung V, den Potentialen U, und U, vor 
bzw. hinter der Linse (Potentiale der Linsenelektroden) und den Abstanden a 
und b zwischen Linse, Gegenstand und Bild labt sich dann die Lage der 
Ersatzlinse nach der Formel?) 

: b U 
V=—-: a (1) 
a U, 
berechnen, wobei die Gegenstandsweite 6 und Bildweite a von der ,,wahren 
Ersatzlinse“* aus gerechnet sind. Fihrt man /= a+ bd als Gesamtlange 


des Strahlenganges ein, so laéBt sich schreiben: 


see 1+V Ve. (2) 
a U, is 

Uber die zu dieser Bestimmung benutzte Apparatur gilt folgendes 
(Fig. 5): Das abzubildende Netz N aus Nickeldraht von 0,18 mm Starke 
hatte eine mittlere lichte Maschenweite von 0,28 « 0,28 mm?. In rund 
20 mm Abstand von diesem Netz befand sich ein Elektronenstrahler. Er 
bestand aus einer planen Oxydkathode AK und einem als Kondensor wir- 
kenden Immersionsobjektiv L,. Auf der anderen Seite des Netzes war in 
18mm Entfernung die zu untersuchende Immersionslinse Ly aufgestellt. 
Sie bestand aus zwei parallel ausgerichteten koaxialen Messingscheiben 
von 1mm Dicke bei 6 mim lichtem Abstand. Ihre Bohrung betrug 2 mm. 
Das Bild des Netzes wurde auf emen Fluoreszenzschirm entworfen, der sich 


in einer Entfernung von 377mm von dem Netz befand. Alle Klemente 


1) f, Brtiche u. O. Scherzer, a.a.O., S. 173. 
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des Strahlenganges waren zur einwandfreien Justierung auf einer glasernen 
optischen Bank aufgestellt. Das mit fliissiger Luft gekuhlte VersuchsgefaiB 


wurde auf Klebevakuum gehalten. 


Zum Versuch wurde an die netzseitige Blende des Immersionsobjektivs, 
to) 
an das Netz selbst und an die netzseitige Blende der Immersionslinse das 
cleiche Potential U, geleet. Durch die geometrische Anordnung war dabei 
a 2 Q CD 7] 
sichergestellt, dafs an dem Netz selbst keine Linsenwirkungen auftraten. 


Die schirmseitige Blende und die Schirmumgebung hatten dasselbe 
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Fig. 5. Versuchsanordnung. 


Potential U,, das entweder gréBber oder kleiner als U, war. Es bildet sich 
dann das bereits in Fig. 1 gezeigte Potentialfeld aus. Die Leuchtschirmbilder 
wurden in natiirlicher Grébe photographiert und zur Vergréberungsbestim- 


mung ausgemessen. 


3. Versuchsergebnisse. Die Diskussion der Ergebnisse labt sich verein- 
fachen, wenn man beriicksichtigt, daB die Strahlenginge umkehrbar sind. 
Da nun unsere Beschleunigungs- und Verzégerungslinse durch Spiegelung 
auseinander hervorgehen (Fig. 2), kann man von einer zur anderen iibergehen, 
indem man Gegenstand und Bild vertauscht. Bestimmt man z. B. die 
gegenstandseitige Hauptebene der Verzégerungslinse, so hat man damit 
gleichzeitig die bildseitige Hauptebene der Beschleunigungslinse, und 
umgekehrt. Da dem Ubergang von der Verzégerungslinse zur Beschléeuni- 
gungslinse eine Spiegelung aller vorkommenden Punkte entspricht, sieht 
man, dal die Hauptebenen bei einer der beiden Linsen auf der Seite des 
kleineren Brechungsindex liegen, wenn dies bei der anderen Linse der 
Fall ist. 

Zur Festlegung der Daten der Beschleunigungslinse wurde U, von 
1400 bis 3000 Volt stufenweise geindert. Die zur Erzeugung des schirfsten 


Bildes notwendigen Potentiale U, stiegen dabei von 255 bis 540 Volt. 
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Wie es die Tabelle zeigt, schwankt der Wert fiir das allein mabgeblich 
Potentialverhaltnis zwischen 0,17g und 0,19, mit einem mittleren Wert 
von 0,18. Das entstehende Bild wurde nur im mittleren Bereich der Meb}- 
spannungen photographiert, da bei kleinen Spannungen das Bild sehr 
lichtschwach war, bei groben Spannungen andere Stérungen auftraten. 
Die ermittelten Vergréberungen schwanken zwischen 19- und 21 fach, 


wie es ebenfalls die Tabelle zeigt. 


Tabellel. l a+b 377 mm. 





U, Volt . . 1400 1500) 1600) 1800 2200 | 2450 2600 2700 2800 2900 3000 


U, Volt. . 255 280 316) 345 410 4380 470, 500 515! 530) 540 
U,:U, . . 0,18, 0,18; 0,19,| 0,19, 0,18,| 0,17, 0,18, 0,18, 0,18, 0,18, 0,18, 
Vv 21 19 21 21 
Geht man nun mit den mittleren Werten U,/U, = 0,18; und V = 20 


in Gleichung (2) ein, so folet a = 7,6mm und daraus }) = 377 —7,6 

369,4 mm. Es ist also b> a, so dafB wir a [bis aufs Vorzeichen?)] als 
die gegenstandseitige Brennweite f ansehen kénnen. Wir erhalten also 
i 7.6 mm. 

Bei der Verzégerungslinse wurde entsprechend vorgegangen. U, wurde 
von 1400 bis 3000 Volt geaindert, wobei U, von 255 auf 540 Volt stieg. 
Mit einem mittleren Wert von U,/U, = 5,4, und V = 29,8 ergibt sich 
a = 27mm und somit ’ = 350mm. Wenn auch in diesem Fall b nicht 
mehr so grob gegen a ist wie bei der Beschleunigungslinse, so kann man 
trotzdem a noch mit guter Annaherung der gegenstandseitigen Brennweite 
gleichsetzen. Diese ist aber mit der bildseitigen Brennweite f der Be- 


schleunigungslinse identisch, so dab die zweite Brennweite f/ = 27 mm wird. 


Die Grébe a gibt nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 1 die Ent- 
fernung der wahren Ersatzlinse vom Gegenstand an. Da diese Ersatzlinse 
im Falle, dab b*> a ist, mit der gegenstandseitigen Hauptebene zusammen- 
fallt, so kénnen wir die Lage der Hauptebenen sofort angeben. Im Falle 
der Beschleunigungslinse ist der Gegenstand 17 mm von der Linsenmitte 
entfernt, die gegenstandseitige Brennweite ist 7,6 mm; die gegenstandseitige 


Hauptebene H liegt also im Gebiet des kleineren Brechungsindex um 


') f = gegenstandseitige, f’ bildseitige Brennweite. Nach iiblichem 
Gebrauch bezeichnen wir die Brennweiten als positiv, wenn der Brennpunkt 
in der Richtung der einfallenden Strahlung vom zugehérigen Hauptpunkt 


entfernt liegt. 
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17 —7,6 = 9,4 mm von der Linsenmitte entfernt. Bei der Verzégerungs- 
linse hegt der Gegenstand in den gleichen Entfernungen von der Linsenmitte ; 
ihre gegenstandseitige Hauptebene, d.h. die bildseitige Hauptebene H’ 
der Beschleunigungslinse, liegt um 27 — 17 = 10 mm von der Linsenmitte, 


und zwar wieder im Gebiet des kleineren Brechungsindex. 


Theoretisch sind die Brennweiten einer Immersionslinse fiir kurze Linsen 
gegeben durch 
3 ff U 
— = dz; 
1617 3 
/ yu, ) Vi | 
x (3) 





Dabei bedeuten Ug und U» die Potentiale vor und hinter der Linse, U’ = dU /dz; 
die z-Achse fallt mit der Linsenachse zusammen. Die erste Beziehung wurde 
von Scherzer’) abgeleitet ; die zweite laBt sich aus der ersten durch Vertauschung 
von a und b gewinnen und besagt nichts anderes als die bekannte optische 
Formel, dali Brechungsindex n und Brennweite f bei einem Linsensystem 
einander proportional sind: f:n = — f’:n’. 


Das Integral in (3) laBt sich graphisch auswerten?) und ergibt 
th = 21mm, fy 9mm, 
gegeniiber den experimentellen Werten 
f’ = 27mm, f - 7,6 mm. 
Wenn man beriicksichtigt, dab die Voraussetzung einer kurzen Linse hier nicht 
mehr erfiillt ist, so daB also die theoretischen Werte nur als Niherungswerte 


zu betrachten sind, wird man eine bessere Ubereinstimmung zwischen Experiment 
und Theorie gar nicht erwarten kénnen. 


Wir sehen also, dafi unsere eingangs aus optischen Betrachtungen 
hervorgegangene Aussage, dali die Hauptebenen nach der Seite des kleineren 
Brechungsindex verschoben sind, auch fiir die elektronenoptische Immersions- 
linse richtig ist*). Aus den angegebenen Zahlenwerten sieht man ferner, 


dafi bei der Immersionslinse bildseitige und gegenstandseitige Hauptebene 


') O. Scherzer, ZS. f. Phys. 80. 193, 1933: vgl. auch E. Briiche u. 
O. Scherzer, a.a.O., Kap. [III, 7]. *) Fir die Berechnung der Brenn- 
weiten nach (3) bin ich Frl. Dipl.-Ing. L. Odrich zu Dank verpflichtet. 

3) Auf den Vergleich der experimentell ermittelten Hauptebenenlage 
mit der Theorie wollen wir hier nicht eingehen. Da die Zahlenwerte gegeniiber 
einer einfachen Behandlung, wie wir sie oben bei der Brennweite durchfiihrten, 
wesentlich empfindlicher sind, ware ein gréBerer mathematischer Aufwand 
notwendig, der hier nicht gerechtfertigt erscheint. 
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vertauscht liegen, wie man es auch nach der Lage dieser EKbenen im ent- 
sprechenden optischen Fall erwarten sollte (vgl. Fig. 4). Es mag jedoch 
ausdriicklich darauf hingewiesen werden, da’ dieser Ubereinstimmung 
von experimentellem Befund und theoretischen Uberlegungen keine zu 


erobe Bedeutung beigemessen werden dart. 


Vorliegende Arbeit wurde im Physikalischen Laboratorium des AEG- 
Forschungs-Instituts im Sommer 1934 als Fortbildungsarbeit durch- 


vefiihrt. 


Berichtigung 
zu der Arbeit von G. Zimmermann, 
Eirklirung des Normalgradienten Null der Edelgase durch Diffusion‘). 


S. 769. drittletzte Textzeile lies: 5.78-1028 statt 19.2. 


') ZS. f. Phys. 91, 767, 1984. 





